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Вопросы к коллоквиуму
Глава 5. Линейное пространство (Л1, 12.02.10)
§ 5.1. Вектор-столбцы
5.1.1. Основные определения
1. Дать определения вектор-столбца (матрицы-столбца), размерности вектор-столбца, его компо​нент, нулевого вектора, равенства двух вектор-столбцов.
5.1.2. Линейные операции над вектор-столбцами
2. Дать определение основного поля. Дать определения линейных операций (сложения и умноже​ния на скаляры) для вектор-столбцов данной размерности. Дать определение противоположного вектора.
5.1.3. Восемь основных свойств линейных операций над векторами

3. Сформулировать восемь основных свойств линейных операций над вектор-столбцами (с назва​ниями). Доказать какие-нибудь два из них.
4. Доказать пять свойств линейных операций над вектор-столбцами, выведя их из восьми основ​ных.

5. Дать определение суммы трёх и более вектор-столбцов.

5.1.4. Вычитание

6. Дать определение разности двух вектор-столбцов. Сформулировать теорему о существовании и единственности разности. Вывести формулу для вычисления разности.

5.1.5. Система линейных уравнений в векторном виде
7. Вывести запись системы линейных уравнений в векторном виде. В каком смысле эта запись эк​вивалентна обычной записи системы?
§ 5.2. Линейная независимость и базисы
5.2.1. Линейная зависимость и линейная независимость системы векторов
8. Дать определение системы векторов. Дать определения линейной комбинации, тривиальной и нетривиальной линейных комбинаций данной системы вектор-столбцов.

9. Дать определение значения линейной комбинации. Дать определения линейно зависимой и ли​нейно независимой систем векторов. Привести пример линейно зависимой системы. (Л2, 16.02.10.)

5.2.2. Теорема о сохранении линейных соотношений
10. Дать определение линейного соотношения между столбцами матрицы. Сформулировать и до​казать теорему о сохранении линейных соотношений между столбцами матрицы при совершении элемен​тарных преобразований над её строками.

5.2.3. Базис системы векторов
11. Дать определение подсистемы данной системы векторов. Что значит, что вектор линейно вы​ражается через векторы данной системы? Выяснить, когда линейно независима система, состоящая из од​ного вектора.

12. Дать определение базиса данной системы векторов-столбцов.

13. Сформулировать и доказать теорему о существовании базиса.

5.2.4. Лемма о двух системах векторов (Л3, 19.02.10)
14. Сформулировать и доказать лемму о двух системах векторов.

5.2.5. Понятие ранга системы векторов
15. Доказать, что любые два базиса одной и той же конечной системы векторов содержат одно и то же количество векторов.

16. Дать определение ранга данной системы векторов.

17. Дать определение ранга матрицы.

§ 5.3. Линейное координатное пространство
5.3.1. Основные определения
18. Дать определение линейного координатного пространства.

5.3.2. Линейное подпространство
19. Дать определение (линейного) подпространства линейного координатного пространства. При​вести примеры.

5.3.3. Базис и размерность линейного подпространства (Л4, 26.02.10)
20. Дать определение базиса линейного подпространства.

21. Дать определение стандартного базиса линейного координатного пространства. Доказать, что он действительно является базисом.

22. Доказать, что в n-мерном координатном пространстве любая система из n+1 вектора линейно зависима.

23. Доказать лемму о добавлении вектора к линейно независимой системе.

24. Сформулировать и доказать теорему о существовании базиса подпространства.

25. Доказать, что любые два базиса одного и того же линейного подпространства содержат одно и то же количество векторов.

26. Дать определение размерности линейного подпространства.

§ 5.4. Решения однородной линейной системы уравнений
5.4.1. Подпространство решений
27. Доказать, что множество всех решений однородной линейной системы уравнений является линейным подпространством соответствующего линейного координатного пространства.

5.4.2. Фундаментальная система решений (ФСР) (Л5, 02.03.10)
28. Дать определение фундаментальной системы решений (ФСР) данной однородной линейной системы уравнений.
5.4.3. Размерность подпространства решений
29. Доказать, что при элементарных преобразованиях над строками матрицы линейно зависимые столбцы переходят в линейно зависимые.

30. Доказать, что при элементарных преобразованиях над строками матрицы линейно независи​мые столбцы переходят в линейно независимые.

31. Доказать, что при элементарных преобразованиях над строками матрицы базис системы столбцов переходит в базис системы столбцов.

32. Доказать, что ранг матрицы не меняется при элементарных преобразованиях над строками.

33. Доказать, что ранг ступенчатой матрицы равен числу её главных столбцов, числу главных элементов и числу ненулевых строк.

34. Сформулировать и доказать теорему о размерности подпространства решений однородной линейной системы уравнений.

5.4.4. Связь между решениями однородной и неоднородной линейных систем уравнений
35. Сформулировать и доказать теорему о связи между множествами всех решений неоднородной и соответствующей однородной линейных систем уравнений.

§ 5.5. Теорема Kronecker’а − Capelli (Л6, 05.03.10)
5.5.1. Критерий линейной независимости
36. Вывести критерий линейной независимости системы векторов (через ранг этой системы).

5.5.2. Доказательство теоремы Kronecker’а − Capelli

37. Доказать теорему Kronecker’а − Capelli.

§ 5.6. Линейная оболочка
5.6.1. Базис и размерность линейной оболочки

38. Дать определение линейной оболочки конечной системы векторов. Доказать, что она является подпространством. Доказать минимальное свойство линейной оболочки.

39. Доказать предложение о трёх системах векторов.

40. Доказать, что базис конечной системы векторов является базисом её линейной оболочки.
41. Доказать, что размерность линейной оболочки конечной системы векторов равна рангу этой системы.

42. Доказать, что линейно независимая система векторов является базисом своей линейной обо​лочки.
5.6.2. Два подпространства (Л7, 12.03.10)
43. Доказать, что любая система векторов подпространства, содержащая больше векторов, чем его размерность, линейно зависима.
44. Доказать, что если одно подпространство содержится в другом, то размерность первого не превосходит размерности второго.

45. Доказать, что любое ненулевое подпространство является линейной оболочкой своего базиса.
46. Доказать, что если одно подпространство содержится в другом и их размерности равны, то и сами подпространства совпадают.

47. Доказать, что базис меньшего подпространства можно дополнить до базиса большего подпро​странства.

48. Доказать, что в подпространстве размерности k любая линейно независимая система из k век​торов является базисом.
Глава 6. Определители
§ 6.1. Подстановки
6.1.1. Определение отображения
49. Дать общее определение отображения (функции) в математике.

50. Дать определения образа элемента, образа подмножества при данном отображении. Дать определения инъективного, сюръективного и биективного (взаимно однозначного) отображений, привести примеры.

6.1.2. Определения на языке уравнений
51. Сформулировать свойства инъективности, сюръективности и биективности на языке уравне​ний.

52. Дать определение полного прообраза подмножества при данном отображении. Сформулиро​вать свойства инъективности, сюръективности и биективности на языке полных прообразов.

6.1.3. Произведение (композиция) отображений (Л8, 19.03.10)
53. Дать определение произведения (композиции) двух отображений. Доказать ассоциативность произведения.

54. Дать определение тождественного отображения (преобразования) (. Доказать, что если произ​ведение двух отображений тождественно, то одно из них инъективно, а другое сюръективно.

55. Доказать, что произведение инъективных (сюръективных, биективных) отображений инъек​тивно (сюръективно, биективно).

6.1.4. Обратное отображение
56. Дать определения отображения, обратного к данному, и обратимого отображения. Доказать, что обратное отображение единственно.

57. Доказать, что отображение обратимо тогда и только тогда, когда оно биективно.

6.1.5. Преобразования и подстановки
58. Дать определения преобразования и подстановки. 

59. Дать определение группы. Доказать, что множество всех подстановок данного множества об​разует группу относительно операции композиции отображений.

6.1.6. Табличное обозначение преобразований (Л9, 26.03.10)
60. Рассказать о табличном обозначении преобразований. Какие особенности имеют табличные изображения инъективных, сюръективных преобразований, подстановок, тождественной подстановки?

61. Рассказать об умножении подстановок, записанных в табличном виде. Привести пример. При​вести пример, показывающий, что умножение подстановок, вообще говоря, некоммутативно.

6.1.7. Свойства подстановок
62. Дать определения неподвижного и перемещаемого относительно данной подстановки элемен​тов. Дать определе​ния транспозиции, элементарной транспозиции.
63. Дать определения инверсии, чётности подстановки. Доказать, что любая транспозиция об​ратна самой себе.

64. Доказать, что умножение данной подстановки справа на транспозицию равносильно переста​новке соответствующих элементов нижней строки.

65. Доказать, что умножение данной подстановки справа на элементарную транспозицию меняет число инверсий на 1 и меняет чётность подстановки.

66. Доказать, что всякую нетождественную подстановку можно разложить в произведение эле​ментарных транспозиций, при этом число сомножителей можно взять равным числу инверсий.

67. Доказать, что всякую транспозицию можно разложить в произведение нечётного числа эле​ментарных транспозиций.

68. Доказать, что всякая транспозиция нечётна, а умножение на неё меняет чётность подстановки.
69. Доказать, что при любом разложении подстановки в произведение транспозиций число со​множителей имеет ту же чётность, что и сама данная подстановка.

70. Доказать, что произведение двух подстановок одной чётности чётно, а разной чётности – не​чётно.

§ 6.2. Разложение подстановок в циклы (Л10, 02.04.10)
6.2.1. Определение и простейшие свойства циклов

71. Дать определения цикла, длины цикла, независимых циклов.

72. Доказать, что любую нетождественную подстановку можно разложить в произведение не​скольких независимых циклов.

73. Доказать, что независимые циклы коммутируют (перестановочны).

74. Рассказать о возведении подстановок в степень.

75. Сколько существует подстановок из n элементов? Ответ обосновать. (Л11, 06.04.10.)
76. Дать определение знака подстановки. Доказать, что знак произведения двух подстановок ра​вен произведению их знаков.
