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Билеты домашней контрольной работы

по теории колец

Билет № 1
1. Описать все делители нуля, все обратимые элементы и все идеалы в Z8.

2. Найти все неприводимые многочлены степени ( 3 в Z3[x].

3. Доказать, что поля Q(
[image: image414.wmf]) и Q(
[image: image2.wmf]5

) не изоморфны.

Билет № 2
1. Описать все делители нуля, все обратимые элементы и все идеалы в Z10.

2. Найти все неприводимые многочлены степени ( 4 в Z2[x].

3. Доказать, что поля Q(
[image: image3.wmf]3

5

) и Q[x]/(x3 – 5) изоморфны.

Билет № 3
1. Описать все делители нуля, все обратимые элементы и все идеалы в Z12.

2. Будет ли полем Z3[x]/(x2 + x +
[image: image4.wmf]1

)?

3. Доказать, что [Q(
[image: image5.wmf]3

) : Q] = 2.

Билет № 4
1. Описать все делители нуля, все обратимые элементы и все идеалы в Z9.

2. Будет ли полем Z2[x]/(x4 + x +
[image: image6.wmf]1

)?

3. Найти [Q(
[image: image7.wmf]3

5

) : Q].

Билет № 5
1. Описать все делители нуля, все обратимые элементы и все идеалы в Z6.

2. Выписать все неприводимые многочлены степени ( 2 в Z5[x].

3. Найти [Q(
[image: image8.wmf]3

23

-

) : Q].

Билет № 6
1. Является ли кольцо R[x]/(x3 + x2 + x + 1) полем?

2. Найти все делители нуля в Z2[x]/(x2 +
[image: image9.wmf]1

).

3. В поле Q((), где ( – корень многочлена p(x), найти элемент, об​ратный к (, где p(x) = x3 + x + 1, ( = 1 + 2(.

Билет № 7
1. Является ли кольцо R[x]/(x2 + x – 2) полем?

2. Выписать таблицы умножения и сложения в Z3[x]/(x2 +
[image: image10.wmf]1

).

3. В поле Q((), где ( – корень многочлена x2 + x – 1, найти элемент, обратный к 1 + 2( + (3.

Билет № 8
1. Является ли кольцо K[x]/(x2 + x + 1) полем, если

а) K = R; б) K = C?

2. Выписать все неприводимые многочлены степени ( 2 в Z3[x].

3. В поле Q(
[image: image11.wmf]3

2

) найти элемент, обратный к 
[image: image12.wmf]3

4

–
[image: image13.wmf]3

2

+ 3.

Билет № 9
1. Найти все решения уравнения 
[image: image14.wmf]p

x

–
[image: image15.wmf]1

=
[image: image16.wmf]0

 в Zp, где p – простое число, равное 5, 7, 11, 13.

2. Привести пример поля Galois из 9 элементов.

3. В поле Q((), где ( – корень многочлена x3 + 4x2 + 2x – 6, найти элемент, обратный к 3 – ( + (2.

Билет № 10
1. Доказать, что R[x]/(x2 + 5) изоморфно C.

2. Привести пример поля Galois из 16 элементов.

3. Доказать, что {a + b
[image: image17.wmf]3

2

+ c
[image: image18.wmf]3

4

, a, b, c ( Q} – поле (операции обыч​ные). Найти в этом поле элемент, обратный элементу 1 –
[image: image19.wmf]3

4

.

Билет № 11
1. Доказать, что R[x]/(x2 + x + 1) изоморфно C.

2. Привести пример поля Galois из 32 элементов.

3. Доказать, что {a + b
[image: image20.wmf]3

2

+ c
[image: image21.wmf]3

4

, a, b, c ( Q} – поле. Найти его сте​пень над Q. Найти элемент, обратный к 1 –
[image: image22.wmf]3

2

.

Билет № 12
1. Доказать, что C[x]/(x + 1) изоморфно C.

2. Привести пример поля Galois из 25 элементов.

3. Найти [Q(
[image: image23.wmf]2

+
[image: image24.wmf]3

) : Q].

Билет № 13
1. Описать все делители нуля и все обратимые элементы в кольце {
[image: image25.wmf]3

2

abi

+

, a, b ( Z, a и b одинаковой чётности}.

2. Доказать, что x6 + x3 + 1 ( Q[x] неприводим.

3. Доказать, что Q(
[image: image26.wmf]2

,
[image: image27.wmf]3

) = Q(
[image: image28.wmf]2

+
[image: image29.wmf]3

).

Билет № 14
1. Пусть K – поле из n элементов. Доказать, что найдётся такое урав​нение xn + an–1xn–1 + … + a0 = 0, где все ai ( K, что ни один элемент из K не является его корнем.

2. Найти все обратимые элементы в Z2[x]/(x3 +
[image: image30.wmf]1

).

3. Доказать, что Q(
[image: image31.wmf]7

,
[image: image32.wmf]5

) = Q(
[image: image33.wmf]7

+
[image: image34.wmf]5

).

Билет № 15
1. Изоморфны ли R[x]/(x2 + 2) и R[x]/(x2 + 3)?
2. Найти все обратимые элементы в Z3[x]/(x2 +
[image: image35.wmf]2

).

3. Найти [Q(
[image: image36.wmf]7

+
[image: image37.wmf]5

) : Q].

Билет № 16
1. Доказать, что не существует нетривиальных гомоморфизмов Z5 в Z6.

2. Является ли Z3[x]/(x3 +
[image: image38.wmf]2

) полем?

3. Доказать, что Q(
[image: image39.wmf]11

,
[image: image40.wmf]7

) = Q(
[image: image41.wmf]11

+
[image: image42.wmf]7

).

Билет № 17
1. Доказать, что не существует нетривиальных гомоморфизмов Z5 в R.

2. Проверить, что K = Z2[x]/(x2 + x +
[image: image43.wmf]1

) – поле, и решить в этом поле уравнение t 2 –
[image: image44.wmf]1

 = 
[image: image45.wmf]0

.

3. Найти [Q(
[image: image46.wmf]7

+
[image: image47.wmf]5

) : Q].

Билет № 18
1. Доказать, что не существует нетривиальных гомоморфизмов (по​лей) C в R.

2. Найти все приводимые многочлены степени ( 3 в Z2[x].

3. В поле Q((), где ( – корень многочлена x5 – 3, найти элемент, об​ратный к 1 + 2(2.

Билет № 19
1. Доказать, что не существует нетривиальных гомоморфизмов (по​лей) Z5 в C.

2. Найти все приводимые многочлены степени ( 2 в Z3[x].

3. В поле Q((), где ( – корень многочлена x5 – 5, найти элемент, об​ратный к ( + (2.

Билет № 20
1. Доказать, что не существует нетривиальных гомоморфизмов R в Z8.

2. Найти все приводимые многочлены степени ( 2 в Z5[x].

3. В поле Q((), где ( – корень многочлена x3 – 7, найти элемент, об​ратный к 1 – (2.

Билет № 21
1. Доказать, что не существует нетривиальных гомоморфизмов C в Z7.

2. Где больше обратимых элементов – в Z2[x]/(x3 +
[image: image48.wmf]1

) или в Z3[x]/(x2 + + x +
[image: image49.wmf]1

)?

3. В поле Q((), где ( – корень многочлена x3 – 3x + 3, найти элемент, обратный к 2 – (2.

Билет № 22
1. Доказать, что не существует нетривиальных гомоморфизмов Z7 в Z11.

2. Где больше делителей нуля – в Z2[x]/(x3 +
[image: image50.wmf]1

) или в Z3[x]/(x2 +
[image: image51.wmf]2

)?

3. Найти [Q(
[image: image52.wmf]7

+
[image: image53.wmf]5

) : Q].

Билет № 23
1. Изоморфны ли R[x]/(x2 + 2) и C[x]/(x + 1)?

2. Есть ли в Z3[x]/(x2 +
[image: image54.wmf]1

) необратимые элементы, не являющиеся де​ли​телями нуля?

3. Привести пример расширения степени 3 поля Z5.

Билет № 24
1. Образуют ли в кольце Z8 необратимые элементы идеал? А в кольце Z12?

2. Неприводим ли многочлен x105 – 9 в Q[x]?

3. Привести пример расширения степени 3 поля Z7.

Билет № 25
1. Доказать, что кольцо A = {a + bi
[image: image55.wmf]3

( a, b ( Z} изоморфно кольцу

B = {
[image: image56.wmf]3
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2. Доказать, что многочлен x4 – x3 + 2x + 1 неприводим в Q[x].

3. Привести пример расширения степени 4 поля Z3.

Билет № 26
1. Описать все обратимые элементы и все делители нуля в       C[x]/(x3 + 1).

2. Разложить на неприводимые множители в Z3[x] многочлен x4 +     + x2 + x +
[image: image57.wmf]2

.

3. В поле Q((), где ( – корень многочлена x4 + 2x3 + 2x + 2, найти элемент, обратный к ( + 3(2.

Билет № 27
1. Описать все делители нуля и все обратимые элементы в кольце R[x]/(x2 – 2x + 1).

2. Многочлен x3 +
[image: image58.wmf]2

x2 +
[image: image59.wmf]4

x +
[image: image60.wmf]1

 разложить на неприводимые множи​тели в Z5[x].

3. В поле Q((), где ( – корень многочлена x4 + 3x + 3, найти элемент, обратный к (2 – 3(3.

1. Делители нуля и обратимые элементы в фактор-кольцах

Теорема 1. Пусть f(x) ( K[x], f(x) ( 0. Тогда элемент

s ( K[x]/(f(x)), s ( 0, s = s(x) + I
(здесь I = (f(x)) – главный идеал, порождённый многочленом f(x)),
1) является обратимым элементом, если s(x) взаимно прост с f(x); 

2) является делителем нуля, если s(x) не взаимно прост с f(x).

Доказательство. Если f(x) ≡ const. (deg f = 0), утверждение триви​ально. В дальнейшем можно считать, что deg f ( 1. Пусть (s(x), f(x)) = 1. То​гда найдутся такие многочлены ((x) и ((x), что

((x) s(x) + ((x) f(x) ≡ 1.

Так как ((x) s(x) – 1 =  –((x) f(x) ( I, то

((x) s(x) + I  = 1 + I,

откуда

(((x) + I) (s(x) + I)  = 1 + I;

таким образом, элемент s = s(x) + I имеет обратный в фактор-кольце.

Пусть теперь s(x) и f(x) не взаимно просты. Разложим f(x) на непри​водимые множители:

f(x) = s1(x) s2(x) … sk(x).

s(x) делится на один из многочленов si(x):

s(x) = si(x) u(x).

С другой стороны,

f(x) = 
[image: image61.wmf])

(
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 si(x),

так что 
[image: image62.wmf])
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 s(x) = 
[image: image63.wmf])

(
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 si(x) u(x) = f(x) u(x) ( I.

Таким образом, элементы фактор-кольца


[image: image64.wmf])
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 + I и s(x) + I = s
в произведении дают нуль фактор-кольца, но сами нулю не равны. В самом деле, s ( 0 по условию, а если бы элемент 
[image: image65.wmf])
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 + I был нулевым элементом фактор-кольца, то это означало бы, что 
[image: image66.wmf])
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 ( I, т.е. 
[image: image67.wmf])
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 делится на f(x), что невозможно из соображений степеней (степень 
[image: image68.wmf])
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 меньше степени f(x)). Таким образом, s является делителем нуля.

Теорема 2. Пусть n ( N. Тогда вычет 
[image: image69.wmf]s

( Zn = Z/nZ,
[image: image70.wmf]s

(
[image: image71.wmf]0

,
1) является обратимым элементом (кольца вычетов), если s взаимно просто с n;
2) является делителем нуля, если (s, n) > 1.

Доказательство. Эта теорема доказывается аналогично предыду​щей, и мы предоставляем детали читателю.

Задача № 1

Описать все делители нуля, все обратимые элементы и все идеалы в Z/28Z = Z28. Образуют ли необратимые элементы идеал?

Решение. В соответствии с теоремой 2 делителями нуля будут сле​дующие вычеты:

{
[image: image72.wmf]2

, 
[image: image73.wmf]4

, 
[image: image74.wmf]6

, 
[image: image75.wmf]7

, 
[image: image76.wmf]8

, 
[image: image77.wmf]10

, 
[image: image78.wmf]12

, 
[image: image79.wmf]14

, 
[image: image80.wmf]16

, 
[image: image81.wmf]18

, 
[image: image82.wmf]20

, 
[image: image83.wmf]21

, 
[image: image84.wmf]22

, 
[image: image85.wmf]24

, 
[image: image86.wmf]26

}.
Все остальные вычеты, кроме 
[image: image87.wmf]0

, являются обратимыми элементами кольца Z28:

{
[image: image88.wmf]1

, 
[image: image89.wmf]3

, 
[image: image90.wmf]5

, 
[image: image91.wmf]9

, 
[image: image92.wmf]11

, 
[image: image93.wmf]13

, 
[image: image94.wmf]15

, 
[image: image95.wmf]17

, 
[image: image96.wmf]19

, 
[image: image97.wmf]23

, 
[image: image98.wmf]25

, 
[image: image99.wmf]27

}.
Заметим, что необратимые элементы идеала не образуют, т. к., на​пример,
[image: image100.wmf]7

+
[image: image101.wmf]10

=
[image: image102.wmf]17

– обратимый элемент, являющийся суммою двух необрати​мых.

Для нахождения всех идеалов кольца Z28 воспользуемся следую​щими двумя утверждениями.

Теорема 3. Пусть m, n ( N. mZ ( nZ тогда и только тогда, когда m делится на n, причём равенство возможно только в случае m = n. 

Теорема 4. Подмножество H ( Z/nZ (n ( N) тогда и только тогда яв​ляется идеалом в Z/nZ, когда H = mZ/nZ для некоторого m ( N, причём n делится на m. Два идеала kZ/nZ и lZ/nZ (k, l ( N, n делится на k и на l) сов​падают тогда и только тогда, когда k = l.

Доказательство теоремы 3. Пусть mZ ( nZ, m, n ( N. Так как m =  = m(1 ( mZ, то по условию m ( nZ, т.е. m = nk для некоторого k ( Z. А это и означает, что m делится на n. Это рассуждение легко обратить. Если же mZ = nZ, то по уже доказанному m делится на n и n делится на m, откуда  m = n.

Доказательство теоремы 4. Пусть подмножество H ( Z/nZ является идеалом в Z/nZ (здесь n ( N). Рассмотрим естественный (канонический) гомоморфизм

(: Z ( Z/nZ.
Подмножество 
[image: image103.wmf]1

-

j

(H) ( Z является
, как легко видеть, идеалом в Z. С дру​гой стороны, ясно, что 
[image: image104.wmf]1

-

j

(H) ( Ker ( = nZ, так что 
[image: image105.wmf]1

-

j

(H) не может рав​няться {0}. Следовательно, 
[image: image106.wmf]1

-

j

(H) = mZ для подходящего m ( N. Таким обра​зом, mZ ( nZ и n делится на m по теореме 3, а H = 
[image: image107.wmf]1

-

j

(H)/nZ = mZ/nZ. Это рассуждение также легко обратить. Если же kZ/nZ = lZ/nZ, то kZ = lZ, откуда k = l.

Возвращаясь к решению задачи 1, найдём все делители числа 28. Это суть числа

1, 2, 4, 7, 14, 28.
Отсюда все идеалы кольца :

Z/28Z, 2Z/28Z, 4Z/28Z, 7Z/28Z, 14Z/28Z, 28Z/28Z.
При этом первый идеал (первое из этих фактор-колец) совпадает со всем данным кольцом, а последний представляет собою нулевое кольцо, т. е. со​стоит из одного элемента.

Легко выписать все элементы каждого из этих фактор-колец. Напри​мер, идеал 4Z/28Z состоит из всех тех и только тех вычетов 
[image: image108.wmf]a

, для кото​рых a делится на 4, т.е.

4Z/28Z = {
[image: image109.wmf]0

, 
[image: image110.wmf]4

, 
[image: image111.wmf]8

, 
[image: image112.wmf]12

, 
[image: image113.wmf]16

, 
[image: image114.wmf]20

, 
[image: image115.wmf]24

}.
Теорема 5. Если f(x) ( K[x] (K – произвольное поле) и deg f = n ≥ 1, то каждый элемент кольца K[x]/(f(x)) можно рассматривать как смежный класс вида

an−1xn−1 + … + a1x + a0 + I,                                                    (1)

где I = (f(x)), a0, a1, …, an−1 ( K, причём коэффициенты a0, a1, …, an−1 такого представления определяются единственным образом.

Доказательство. Каждый элемент нашего кольца есть смежный класс вида

g(x) + I,

где g(x) ( K[x]. Разделим g(x) на f(x) с остатком:

g(x) = f(x)q(x) + r(x), 

причём deg r < n или r = 0. Тогда

g(x) + I = f(x)q(x) + r(x) + I = r(x) + (f(x)q(x) + I) = r(x) + I,

т. к. f(x)q(x) ( I.

Пусть теперь один и тот же смежный класс имеет два представления вида (1):

an−1xn−1 + … + a1x + a0 + I = bn−1xn−1 + … + b1x + b0 + I;
тогда

(an−1 − bn−1)xn−1 + … + (a1 − b1)x + (a0 − b0) ( I,
т. е. этот многочлен делится на f(x), что из соображений степеней воз​можно только в том случае, когда этот многочлен нулевой. Теорема дока​зана.
Следствие. Если в условиях теоремы 5 поле K конечно, то

|K[x]/(f(x))| = |K|n.
Доказательство: очевидно.
Задача № 2

Найти все делители нуля и все обратимые элементы в кольце         Z5[x]/(x2 +
[image: image116.wmf]3

x +
[image: image117.wmf]2

).

Решение. Пусть I = (x2 +
[image: image118.wmf]3

x +
[image: image119.wmf]2

). Это главный идеал, порождённый многочленом f(x) = x2 +
[image: image120.wmf]3

x +
[image: image121.wmf]2

. Заметим, что
x2 +
[image: image122.wmf]3

x +
[image: image123.wmf]2

 = (x +
[image: image124.wmf]1

)(x +
[image: image125.wmf]2

).
По теореме 5 все элементы данного кольца можно рассматривать как смежные классы вида
ax + b + I, где a, b ( Z5, причём
a1x + b1 + I =  a2x + b2 + I

тогда и только тогда, когда a1 = a2 и b1 = b2, т. е. такое представление одно​значно.
Для нахождения делителей нуля воспользуемся теоремой 1. Элемент фактор-кольца s(x) + I является делителем нуля тогда и только тогда, когда s(x) не взаимно прост с f(x), т. е. имеет с ним общий неприводимый множи​тель, но не делится на f(x). При этом, как сказано выше, можно считать, что s(x) = ax + b. Итак, мы должны найти все ненулевые линейные много​члены, делящиеся на x +
[image: image126.wmf]1

 или x +
[image: image127.wmf]2

. Таковы, очевидно, следующие (и только они):
a(x +
[image: image128.wmf]1

), b(x +
[image: image129.wmf]2

), a, b ( Z5, a, b (
[image: image130.wmf]0

.
Ответ: x +
[image: image131.wmf]1

+ I, 
[image: image132.wmf]2

x +
[image: image133.wmf]2

+ I, 
[image: image134.wmf]3

x +
[image: image135.wmf]3

+ I, 
[image: image136.wmf]4

x +
[image: image137.wmf]4

+ I, x +
[image: image138.wmf]2

+ I, 
[image: image139.wmf]2

x +
[image: image140.wmf]4

+ I,   
[image: image141.wmf]3

x +
[image: image142.wmf]1

+ I, 
[image: image143.wmf]4

x +
[image: image144.wmf]3

+ I − делители нуля.
Все остальные смежные классы, кроме нулевого, являются обрати​мыми элементами:

[image: image145.wmf]1

+ I, 
[image: image146.wmf]2

+ I, 
[image: image147.wmf]3

+ I, 
[image: image148.wmf]4

+ I, x + I, x +
[image: image149.wmf]3

+ I, x +
[image: image150.wmf]4

+ I, 
[image: image151.wmf]2

x + I, 
[image: image152.wmf]2

x +
[image: image153.wmf]1

+ I,  
[image: image154.wmf]2

x +  +
[image: image155.wmf]3

+ I, 
[image: image156.wmf]3

x + I, 
[image: image157.wmf]3

x +
[image: image158.wmf]2

+ I, 
[image: image159.wmf]3

x +
[image: image160.wmf]4

+ I, 
[image: image161.wmf]4

x + I, 
[image: image162.wmf]4

x +
[image: image163.wmf]1

+ I, 
[image: image164.wmf]4

x +
[image: image165.wmf]2

+ I.
Нулевой смежный класс I − единственный необратимый элемент, не яв​ляющийся делителем нуля.
Задача № 3

Описать все обратимые элементы и все делители нуля в кольце Q[x]/(x2 + 4x + 4).
Решение. Поскольку f(x) = x2 + 4x + 4 = (x + 2)2, то делителями нуля будут все смежные классы вида A(x + 2), где A ( Q, A ( 0, и только они. Все остальные, кроме нулевого, обратимы. Их можно описать так:

Ax + B + I, A, B ( Q, B ( 2A.

Задача № 4
Где больше делителей нуля − в Z3[x]/(x3 +
[image: image166.wmf]1

) или в Z5[x]/(x2 +
[image: image167.wmf]2

x +
[image: image168.wmf]2

)? Где больше обратимых элементов?
Решение представляет собою подсчёт числа делителей нуля в обоих кольцах.
x3 +
[image: image169.wmf]1

 = (x +
[image: image170.wmf]1

)3 над полем Z3. Таким образом, все делители нуля в пер​вом кольце имеют вид

(Ax + B)(x +
[image: image171.wmf]1

) + I, I = (x3 +
[image: image172.wmf]1

), A, B ( Z3, Ax + B ≠
[image: image173.wmf]0

,
т. е. их всего восемь. По следствию из теоремы 5 в первом кольце всего 27 элементов, значит, обратимых элементов в нём 27 − 8 − 1 = 18 (вычитаем нулевой элемент).

Все делители нуля второго кольца имеют вид C(x +
[image: image174.wmf]3

) + I или D(x + +
[image: image175.wmf]4

) + I, I = (x2 +
[image: image176.wmf]2

x +
[image: image177.wmf]2

), C, D ( Z5, C, D ≠
[image: image178.wmf]0

, т. к. x2 +
[image: image179.wmf]2

x +
[image: image180.wmf]2

= (x +
[image: image181.wmf]3

)(x + +
[image: image182.wmf]4

). Следовательно, всего делителей нуля восемь. А обратимых элементов 25 − 8 − 1 = 16. Отсюда ясны ответы к задаче.
2. Неприводимые многочлены

Задача № 5
Доказать, что многочлен f(x) = x3 + x2 + x + 3 неприводим над Q.
Решение. Нельзя применить признак Eisenstein’а
, ибо нет простого числа, на которое делились бы все коэффициенты многочлена, кроме старшего. (Отсюда, однако, нельзя сделать вывода, что многочлен приво​дим, − такое рассуждение было бы логической ошибкою.) В подобных случаях иногда помогает выполнение «сдвига», т. е. рассмотрение много​члена вида f(x + () для некоторого фиксированного ( ( Q. Такой много​член будет приводимым тогда и только тогда, когда  приводим f(x) (дока​жите!). В нашем случае сдвиг при ( = −1 приводит к успеху:

f(x − 1) = (x − 1)3 + (x − 1)2 + (x − 1) + 3 =

= x3 − 3x2 + 3x − 1 + x2 − 2x + 1 + x − 1 + 3 =

= x3 − 2x2 + 2x + 2,

и признак Eisenstein’а показывает, что f(x) неприводим.

Теорема 6. Если f(x) ( K[x], deg f ≥ 2 и многочлен f(x) имеет корень в поле K, то он приводим. Если 2 ≤ deg f ≤ 3, то верно обратное.

Доказательство. Если f(x) имеет корень ( ( K, то по теореме Bezout f(x) = (x − ()g(x), и  в случае deg f ≥ 2 (deg g ≥ 1) f  приводим. Обратно, если f  приводим, то
f(x) = g(x)h(x).
Если вдобавок 2 ≤ deg f ≤ 3, то один из двух сомножителей (g или h) ли​неен. Иначе не может выполняться соотношение

deg f = deg g + deg h.

Если, например, g(x) = (x + β, то f(x) имеет корень
[image: image183.wmf]b

-

a

.
Задача № 6

Найти все неприводимые многочлены степени ( 4 над Z7[x].
Решение. Проще найти все приводимые многочлены − все осталь​ные (кроме констант, которые не считаются ни теми, ни другими) будут неприводимыми.
Мы приведём здесь только схему решения. Прежде всего найдём все приводимые многочлены степени ( 3. Все они имеют корень по теореме 6 и поэтому имеют один из видов:
(Ax2 + Bx + C)x, (Ax2 + Bx + C) (x −
[image: image184.wmf]1

), …, (Ax2 + Bx + C)(x −
[image: image185.wmf]6

),
Ax2 + Bx + C ≠
[image: image186.wmf]0

. Всего здесь 74 − 7 многочленов. Так же можно найти все многочлены степени 4, имеющие корень. Все остальные приводимые мно​гочлены степени 4 имеют вид

A(x2 + px + q)(x2 + rx + s), A, p, q, r, s ( Z7, A ≠
[image: image187.wmf]0

,
причём оба квадратичных сомножителя здесь неприводимы (берём их из уже найденного списка неприводимых многочленов второй степени).

Возможен другой подход. Допустим, надо найти все приводимые многочлены степени ( 2:
ax2 + bx + c.
Так как приводимость такого многочлена равносильна наличию корня (теорема 6), то, подставляя сюда вместо x вычеты 
[image: image188.wmf]0

, 
[image: image189.wmf]1

, …, 
[image: image190.wmf]6

, записы​ваем совокупность соотношений, хотя бы одно из которых должно выполняться:

c = 
[image: image191.wmf]0

;
a + b + c = 
[image: image192.wmf]0

;


[image: image193.wmf]4

a + 
[image: image194.wmf]2

b + c = 
[image: image195.wmf]0

;


[image: image196.wmf]2

a + 
[image: image197.wmf]3

b + c = 
[image: image198.wmf]0

;


[image: image199.wmf]2

a + 
[image: image200.wmf]4

b + c = 
[image: image201.wmf]0

;

[image: image202.wmf]4

a + 
[image: image203.wmf]5

b + c = 
[image: image204.wmf]0

;

a + 
[image: image205.wmf]6

b + c = 
[image: image206.wmf]0

.
Эти соотношения дают нам условия отбора, с помощью которых мы из 343 многочленов отбираем нужные.

Задача № 7

Многочлен x3 +
[image: image207.wmf]2

x2 − x +
[image: image208.wmf]1

 разложить на неприводимые множители в Z5[x].
Решение. Подстановкой убеждаемся, что вычет
[image: image209.wmf]2

является корнем на​шего многочлена. Делим наш многочлен «уголком» на x −
[image: image210.wmf]2

= x +
[image: image211.wmf]3

:
x3 +
[image: image212.wmf]2

x2 − x +
[image: image213.wmf]1

= (x +
[image: image214.wmf]3

)(x2 − x +
[image: image215.wmf]2

).
Так как многочлен x2 − x +
[image: image216.wmf]2

 уже неприводим над нашим полем (в чём также можно убедиться подстановкою), то мы получили искомое раз​ложение.
3. Фактор-кольца и поля
Задача № 8

Является ли полем кольцо Z5[x]/(x2 − x + 
[image: image217.wmf]2

)?
Решение. Воспользуемся следующей теоремой из курса: фактор-кольцо K[x]/(f(x)), где deg f ≥ 1, является полем тогда и только тогда, когда f неприводим. Наш многочлен неприводим (см. задачу № 7), следова​тельно, данное кольцо является полем.
Задача № 9

В поле Z5[x]/(x2 − x +
[image: image218.wmf]2

) (см. задачу № 8) решить уравнение t2 = 1.
Решение. В любом поле t2 − 1 = (t − 1)(t + 1); следовательно, наше уравнение в любом поле имеет корни 1 и −1 (и только в поле характери​стики, равной двум, эти корни совпадают). В нашем случае это смежные классы
[image: image219.wmf]1

+ I и
[image: image220.wmf]4

+ I, где I = (x2 − x +
[image: image221.wmf]2

).
4. Изоморфизм колец
Теорема 7. Пусть f(x) − неприводимый многочлен над полем K, яв​ляющимся подполем поля L. Тогда поля K[x]/(f(x)) и K(α), где α − корень многочлена f(x) в поле L, изоморфны.

Доказательство. Эта теорема обычно доказывается в курсе.

Теорема 8. Пусть f(x) − неприводимый многочлен над полем K, яв​ляющимся  подполем  поля  L.  Тогда  каждый  элемент  поля  K(α), где α – 
корень многочлена f(x) в поле L, представляется, притом единственным образом, в виде

an−1α n−1 + … + a1α + a0,

где a0, a1, …, an−1 ( K.

Доказательство. Это прямое следствие теорем 5 и 7.
Задача № 10

Доказать, что поля Q(
[image: image222.wmf]3

) и Q(
[image: image223.wmf]7

) не изоморфны.
Решение. Пусть
(: Q(
[image: image224.wmf]3

) ( Q(
[image: image225.wmf]7

) −
изоморфизм первого поля на второе. Поскольку (
[image: image226.wmf]3

)2 = 3, то (((
[image: image227.wmf]3

))2 =    = (((
[image: image228.wmf]3

)2) = ((3) = ((1 + 1 + 1) = ((1) + ((1) + ((1) = 1 + 1 + 1 = 3 (т. к. при изоморфизме полей 1 всегда переходит в 1
).
Следовательно, ((
[image: image229.wmf]3

) − элемент поля Q(
[image: image230.wmf]7

), квадрат которого ра​вен 3. Но каждый элемент поля Q(
[image: image231.wmf]7

) по теореме 8 имеет вид
a + b
[image: image232.wmf]7

, где a, b ( Q.

Следовательно, (a + b
[image: image233.wmf]7

)2 = 3; a2 + 2ab
[image: image234.wmf]7

+ 7b2 = 3; значит, если ни a, ни b не равны нулю,
[image: image235.wmf]7

есть рациональное число 
[image: image236.wmf]22

37

2

ab

ab

--

, что невозможно. Если же a = 0, то b2 = 
[image: image237.wmf]3

7

, а если b = 0, то a2 = 3. И то, и другое для рациональ​ных чисел невозможно.
Задача № 11

Доказать, что поля Q(
[image: image238.wmf]7

) и Q[x]/(x2 − 7) изоморфны.
Решение. Прямое применение теоремы 7 (K = Q, L = R или C), т. к. многочлен x2 − 7 неприводим по признаку Eisenstein’а.
Задача № 12

Доказать, что R[x]/(x2 − 2x + 3) изоморфно C.
Решение. Воспользуемся теоремой 7 (K = R, L = C), полагая α = 1 + + i
[image: image239.wmf]2

(один из комплексных корней многочлена x2 − 2x + 3). При этом   R(α) = C, т. к. 
[image: image240.wmf]1

=

2

i

a-

( R(α).
Впрочем, можно дать более прямое решение. Пусть (: R[x] ( C − гомоморфизм, переводящий каждый многочлен f(x) в f(α), где α = 1 + i
[image: image241.wmf]2

. f(x) ( Ker (, когда f(α) = 0; но тогда
 и f(
[image: image242.wmf]a

) = 0, т. е. f(1 − i
[image: image243.wmf]2

) = 0.
Следовательно, f(x) делится на (x − (1 + i
[image: image244.wmf]2

))(x − (1 − i
[image: image245.wmf]2

)) = x2 −     − 2x + 3; таким образом, Ker ( ( (x2 − 2x + 3); обратное включение оче​видно. Отображение ( сюръективно, потому что произвольное комплекс​ное число a + bi (a, b ( R) является, как легко проверить, образом много​члена b
[image: image246.wmf]2

2

x + (a − b
[image: image247.wmf]2

2

). Остаётся применить теорему о гомоморфизмах.
Задача № 13

Доказать, что кольцо A = {a + bi
[image: image248.wmf]5

, a, b (Z} изоморфно кольцу B = = {
[image: image249.wmf]5
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Решение. Рассмотрим отображение (: B ( C, при котором 
((
[image: image250.wmf]5

pq

qp

æö

ç÷

ç÷

èø

-

) = p + q
[image: image251.wmf]5

i.
Прямые вычисления показывают, что ( − гомоморфизм (докажите, что B − кольцо!). Очевидно, что его ядро состоит только из нулевой мат​рицы. Столь же очевидно, что образ этого гомоморфизма совпадает со множеством A (откуда, кстати, следует, что это кольцо). По теореме о го​моморфизмах получаем требуемое.
5. Простые алгебраические расширения
Теорема
 9. Пусть f(x) − неприводимый многочлен над полем K, яв​ляющимся подполем поля L. Тогда степень расширения [K(α) : K], где α − корень многочлена f(x) в поле L, равна степени многочлена f(x).

Задача № 14

Найти [Q(
[image: image252.wmf]3

7

) : Q].
Решение. Так как число
[image: image253.wmf]3

7

является корнем многочлена x3 − 7 = 0, не​приводимого над Q по признаку Eisenstein’а, то по теореме 9 искомая степень равна трём.
Задача № 15

Найти [Q(
[image: image254.wmf]3

17

+

) : Q].

Решение. Число
[image: image255.wmf]3

17

+

является корнем многочлена (x3 − 1)2 − 7 =    = x6 − 2x3 − 6, неприводимого над Q по признаку Eisenstein’а, так что по теореме 9 искомая степень равна шести.
Задача № 16

Доказать, что Q(
[image: image256.wmf]5

,
[image: image257.wmf]11

) = Q(
[image: image258.wmf]5

+
[image: image259.wmf]11

).
Решение. Поле Q(
[image: image260.wmf]5

,
[image: image261.wmf]11

) является минимальным подполем поля R (или C), содержащим числа 
[image: image262.wmf]5

 и 
[image: image263.wmf]11

; следовательно, оно содер​жит
[image: image264.wmf]5

+
[image: image265.wmf]11

, а значит, и всё поле Q(
[image: image266.wmf]5

+
[image: image267.wmf]11

). Для доказательства обрат​ного включения вычислим
(
[image: image268.wmf]5

+
[image: image269.wmf]11

)(
[image: image270.wmf]5

−
[image: image271.wmf]11

) = 5 − 11 = −6.
Следовательно, 
[image: image272.wmf]5

−
[image: image273.wmf]11


[image: image274.wmf]6

511

=-

+

( Q(
[image: image275.wmf]5

+
[image: image276.wmf]11

). С другой стороны,

[image: image277.wmf]5

=
[image: image278.wmf]1

2

((
[image: image279.wmf]5

−
[image: image280.wmf]11

) + (
[image: image281.wmf]5

+
[image: image282.wmf]11

)) ( Q(
[image: image283.wmf]5

+
[image: image284.wmf]11

)
и аналогично


[image: image285.wmf]11

=
[image: image286.wmf]1

2

((
[image: image287.wmf]5

+
[image: image288.wmf]11

) − (
[image: image289.wmf]5

−
[image: image290.wmf]11

)) ( Q(
[image: image291.wmf]5

+
[image: image292.wmf]11

).

Это доказывает обратное включение.
Теорема 10. Пусть K ( L и L ( M − простые алгебраические расши​рения
 полей. Тогда
[M : K] = [M : L] [L : K].
Задача № 17

Найти [Q(
[image: image293.wmf]5

+
[image: image294.wmf]11

) : Q].

Решение. Поскольку Q(
[image: image295.wmf]5

+
[image: image296.wmf]11

) = Q(
[image: image297.wmf]5

,
[image: image298.wmf]11

) (см. задачу № 16), а, как легко видеть, Q(
[image: image299.wmf]5

,
[image: image300.wmf]11

) = (Q(
[image: image301.wmf]5

))(
[image: image302.wmf]11

), то можно рассмотреть про​стые алгебраические расширения
Q ( Q(
[image: image303.wmf]5

) ( (Q(
[image: image304.wmf]5

))(
[image: image305.wmf]11

).
По теореме 10 искомая степень есть произведение степеней этих двух рас​ширений. Что касается расширения Q ( Q(
[image: image306.wmf]5

), его степень равна двум (см., например, задачу № 14). Далее, число
[image: image307.wmf]11

является корнем много​члена x2 − 11, который можно рассматривать как многочлен над полем Q(
[image: image308.wmf]5

). Может ли этот многочлен быть приводимым над указанным по​лем? Это означало бы, что число
[image: image309.wmf]11

является корнем линейного много​члена над Q(
[image: image310.wmf]5

) и тогда
[image: image311.wmf]11

( Q(
[image: image312.wmf]5

). В этом случае

[image: image313.wmf]11

= a + b
[image: image314.wmf]5

, a, b ( Q
(теорема 8); но тогда, возводя в квадрат, имеем:
11 = a2 + 2b
[image: image315.wmf]5

+ 5b2;

выходит, что
[image: image316.wmf]5

есть рациональное число, что не так. Следовательно, много​член x2 − 11 неприводим над Q(
[image: image317.wmf]5

) и [Q(
[image: image318.wmf]5

+
[image: image319.wmf]11

) : Q(
[image: image320.wmf]5

)] = 2, а тогда (по теореме 9) [Q(
[image: image321.wmf]5

+
[image: image322.wmf]11

) : Q] = 4.
6. Гомоморфизмы колец

Теорема 11. Пусть φ − гомоморфизм полей: K → L. Тогда φ(1) = 0 или 1. Если φ(1) = 0, то отображение φ все элементы отправляет в 0. Если φ(1) = 1, то образ K при отображении φ есть подполе поля L.

Доказательство. Так как 12 = 1, то φ(1) = φ(12) = φ(1)2, откуда   φ(1)(1 − φ(1)) = 0 и, таким образом, φ(1) = 0 или 1, что и требовалось. Если φ(1) = 0 и a ( K, то φ(a) = φ(1∙a) = φ(1)φ(a) = 0∙φ(a) = 0. Пусть φ(1) = 1. Обозначим Im φ через M. M является подкольцом L, содержащим 1. Оста​ётся показать, что каждый ненулевой элемент подкольца M имеет в  этом подкольце обратный. Пусть c ( M и c ≠ 0. Тогда c = φ(a), где a ( K, причём a также ≠ 0, иначе c = φ(a) = φ(0) = 0. Следовательно, элемент a имеет об​ратный элемент b в поле K, так что ab = 1. Но тогда cφ(b) = φ(a)φ(b) =        = φ(ab) = φ(1) = 1. Значит, φ(b) − элемент, обратный к c, причём он лежит в M, что и требовалось.
Теорема 12. Единственным подполем поля вычетов Zp по простому модулю p является само это поле.
Задача № 18

Доказать, что не существует нетривиальных
 гомоморфизмов Z3 в Z7.

Теорема 13. В кольце Zn любой вычет
[image: image323.wmf]a

, умноженный на n, даёт
[image: image324.wmf]0

.
Доказательство
. Докажем, например, для n = 4:

4
[image: image325.wmf]a

=
[image: image326.wmf]a

+
[image: image327.wmf]a

+
[image: image328.wmf]a

+
[image: image329.wmf]a

=
[image: image330.wmf]1



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image331.wmf]a

+
[image: image332.wmf]1



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image333.wmf]a

+
[image: image334.wmf]1



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image335.wmf]a

+
[image: image336.wmf]1



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image337.wmf]a

=(
[image: image338.wmf]1

+
[image: image339.wmf]1

+
[image: image340.wmf]1

+
[image: image341.wmf]1

)
[image: image342.wmf]a

=
[image: image343.wmf]0

∙
[image: image344.wmf]a

=
[image: image345.wmf]0

.
Решение. Пусть φ − гомоморфизм Z3 в Z7. Тогда 3φ(
[image: image346.wmf]1

) = φ(
[image: image347.wmf]1

) +         + φ(
[image: image348.wmf]1

) + φ(
[image: image349.wmf]1

) = φ(
[image: image350.wmf]1

 + 
[image: image351.wmf]1

 + 
[image: image352.wmf]1

) = φ(
[image: image353.wmf]0

) =
[image: image354.wmf]0

. С другой стороны, по теореме 13 имеем: 7φ(
[image: image355.wmf]1

) =
[image: image356.wmf]0

. Но тогда φ(
[image: image357.wmf]1

) = (7 − 6)φ(
[image: image358.wmf]1

) = 7φ(
[image: image359.wmf]1

) − 6φ(
[image: image360.wmf]1

) = 7φ(
[image: image361.wmf]1

) −        − 2(3φ(
[image: image362.wmf]1

)) =
[image: image363.wmf]0

− 2∙
[image: image364.wmf]0

=
[image: image365.wmf]0

. По теореме 11 гомоморфизм φ является тривиаль​ным, QED
.
Задача № 19
Доказать, что не существует нетривиальных гомоморфизмов Z3 в R.

Решение. Пусть φ − гомоморфизм Z3 в R. Тогда 3φ(
[image: image366.wmf]1

) = φ(
[image: image367.wmf]1

) + φ(
[image: image368.wmf]1

) + + φ(
[image: image369.wmf]1

) = φ(
[image: image370.wmf]1

 + 
[image: image371.wmf]1

 + 
[image: image372.wmf]1

) = φ(
[image: image373.wmf]0

) = 0, откуда φ(
[image: image374.wmf]1

) = 0. Отсюда, как мы уже ви​дели (теорема 11), следует, что гомоморфизм φ тривиален, QED.
Задача № 20
Доказать, что не существует нетривиальных гомоморфизмов C в Z5.
Решение. Пусть φ − гомоморфизм C в Z5. Как известно, для любого ненулевого вычета
[image: image375.wmf]a

из поля вычетов Zp (p − простое число) выполняется тождество
[image: image376.wmf]1

p

a

-

≡
[image: image377.wmf]1

(так называемая малая теорема P. Fermat
). В нашем слу​чае в поле Z5 выполняется тождество
[image: image378.wmf]4

a

≡
[image: image379.wmf]1

(кроме
[image: image380.wmf]a

=
[image: image381.wmf]0

). С другой стороны, в поле C из любого числа z извлекается корень четвёртой степени, т. е. найдётся такое w ( C, что w4 = z. Тогда φ(z) = φ(w4) = φ(w)4 =
[image: image382.wmf]1

или
[image: image383.wmf]0

. Если φ(1) = 
[image: image384.wmf]1

, то по теореме 11 образ φ есть подполе поля вычетов Z5, которое по теореме 12 совпадает с Z5. Выходит, что поле Z5 состоит только из двух вычетов
[image: image385.wmf]1

и
[image: image386.wmf]0

, что неверно. Значит (теорема 11), φ(1) =
[image: image387.wmf]0

и гомоморфизм тривиален, QED.
Задача № 21
Доказать, что не существует нетривиальных гомоморфизмов Z3 в C.

Решение. Пусть φ − гомоморфизм Z3 в C. Тогда, так как 
[image: image388.wmf]1

+
[image: image389.wmf]1

+
[image: image390.wmf]1

=
[image: image391.wmf]0

, φ(
[image: image392.wmf]1

) + φ(
[image: image393.wmf]1

) + φ(
[image: image394.wmf]1

) = φ (
[image: image395.wmf]1

+
[image: image396.wmf]1

+
[image: image397.wmf]1

) = φ(
[image: image398.wmf]0

) = 0, т. е. 3φ(
[image: image399.wmf]1

) = 0 и φ(
[image: image400.wmf]1

) = 0, откуда по теореме 11 гомоморфизм тривиален, QED.
7. Обратные элементы в простых алгебраических расширениях

Задача № 22
В поле Q((), где ( – корень многочлена x3 – 2x + 6, найти элемент, обратный к ( – 3.
Решение. Прежде всего надо убедиться, что данный многочлен f(x) = = x3 – 2x + 6 неприводим над Q (так как мы хотим воспользоваться теоре​мой 8). В данном случае это легко сделать с помощью признака Eisenstein’а. В силу указанной теоремы требуемый элемент можно искать в виде A(2 + B( + C, где коэффициенты A, B и C суть числа из Q (метод не​определённых коэффициентов). И тогда должно выполняться равенство
(A(2 + B( + C)(( – 3) = 1.

Перемножая, получаем:
A(3 + (–3A + B)(2 + (–3B + C)( + (–3C – 1) = 0.

Если бы здесь был многочлен второй степени или ниже, то по теореме 8 можно было бы приравнять все коэффициенты нулю, однако здесь много​член третьей степени. Но горю помочь нетрудно, если мы примем во вни​мание, что (3 = 2( – 6, так как ( – корень многочлена x3 – 2x + 6. Теперь, подставляя это выражение (3 в последнее равенство и приводя подобные члены, будем иметь:
(–3A + B)(2 + (2A – 3B + C)( + (–6A – 3C – 1) = 0.
Вот теперь можно применить теорему 8 и записать систему уравнений для нахождения наших коэффициентов:
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Решая эту систему любым способом (например, методом Gauss’а
), полу​чим:


[image: image402.wmf]117
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Следовательно, ответ таков:
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Задача № 23
Доказать, что {a + b
[image: image404.wmf]3

3

 + c
[image: image405.wmf]3

9

, a, b, c ( Q} – поле. Найти его сте​пень над Q. Найти элемент, обратный к 1 –
[image: image406.wmf]3

9

.

Решение. Рассмотрим в поле C (или R) подполе Q(α), где α = 
[image: image407.wmf]3

3

. Число α является корнем неприводимого над Q многочлена x3 – 3. Из тео​ремы 8 видно, что Q(α) – это и есть данное в задаче множество, из чего следует, что оно является полем. Степень расширения равна степени мно​гочлена x3 – 3, т. е. трём. Далее задача решается так же, как предыдущая.
8. Поля Galois

Задача № 24
Привести пример расширения степени 3 поля Z11.
Решение. Достаточно придумать неприводимый многочлен третьей степени над полем Z11. Таковым является, например, многочлен

x3 − x +
[image: image408.wmf]3

,

не имеющий корней в Z11 и, следовательно, неприводимый (см. теорему 6). В силу теорем 7 и 9 поле Z11[x]/(x3 − x +
[image: image409.wmf]3

) имеет степень 3 над Z11.
Задача № 25
Привести пример поля Galois из 27 элементов.

Решение. Как и в предыдущей задаче, рассмотрим поле Z3[x]/(f(x)), где f(x) − какой-нибудь неприводимый многочлен третьей степени над Z3. Тогда по следствию из теоремы 5 это поле будет состоять из 27 элементов. В качестве же f(x) можно взять x3 − x +
[image: image410.wmf]1

.
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� Здесь � EMBED Equation.DSMT4  ��� − знак полного прообраза множества.


� � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%B9%D0%B7%D0%B5%D0%BD%D1%88%D1%82%D0%B5%D0%B9%D0%BD,_%D0%A4%D0%B5%D1%80%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B0%D0%BD%D0%B4" \o "Эйзенштейн, Фердинанд" �Фердинанд Готтхольд Макс� Эйзенштейн, правильнее Айзенштайн (Ferdinand Gotthold Max Eisenstein, 1823−1852), немецкий математик


� См. ниже теорему 11.


� Известная теорема: если комплексное число α является корнем многочлена с дей�ствительными коэффициентами, то комплексно сопряжённое число � EMBED Equation.DSMT4  ��� также явля�ется корнем данного многочлена.


� В дальнейшем не все теоремы будут доказываться. Доказательства ищите в курсе или в учебнике.


� Это означает, что, например, L = K(α), где α − корень некоторого ненулевого мно�гочлена над K.





� Тривиальным называем гомоморфизм, переводящий все элементы в 0.


� Можно также воспользоваться теоремой из теории групп, гласящей, что в циклической группе порядка n всякий элемент в n-й степени равен 1. Здесь нужен аддитивный вариант этой теоремы. Кстати, эта теорема верна для любой группы порядка n (так называемая малая теорема P. Fermat теории групп).


� Quod erat demonstrandum (лат.) − ‘что и требовалось доказать’.


� Пьер де Ферма́ (Pierre de Fermat, � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/1601_%D0%B3%D0%BE%D0%B4" \o "1601 год" �1601�(16010817)−−� HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/1665_%D0%B3%D0%BE%D0%B4" \o "1665 год" �1665�) − � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%86%D0%B8%D1%8F" \o "Франция" �французский� � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA" \o "Математик" �математик�, один из создателей � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D0%B8%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B0%D1%8F_%D0%B3%D0%B5%D0%BE%D0%BC%D0%B5%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%8F" \o "Аналитическая геометрия" �аналитической геометрии�, � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9_%D0%B0%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D0%B8%D0%B7" \o "Математический анализ" �математического анализа�, � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%8F_%D0%B2%D0%B5%D1%80%D0%BE%D1%8F%D1%82%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%B9" \o "Теория вероятностей" �теории вероятно�стей� и � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%8F_%D1%87%D0%B8%D1%81%D0%B5%D0%BB" \o "Теория чисел" �теории чисел�.


� Иогáнн Карл Фри́дрих Га́усс (Johann Carl Friedrich Gauß, � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/1777_%D0%B3%D0%BE%D0%B4" \o "1777 год" �1777�(17770430)−−� HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/1855_%D0%B3%D0%BE%D0%B4" \o "1855 год" �1855�) − выдаю�щийся � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D0%B5%D1%80%D0%BC%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D1%8F" \o "Германия" �немецкий� � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA" \o "Математик" �математик�, � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%81%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BD%D0%BE%D0%BC%D0%B8%D1%8F" \o "Астрономия" �астроном� и � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B8%D0%B7%D0%B8%D0%BA%D0%B0" \o "Физика" �физик�, считается одним из величайших матема�тиков всех времён, «королём математиков».


� Эвари́ст Галуа́ (Évariste Galois, � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/1811" \o "1811" �1811�−� HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/1832" \o "1832" �1832�) − выдающийся французский � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA" \o "Математик" �математик�, основатель современной алгебры.
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