Пособие по теме конформные отображения

Для отстающих студентов

Составитель Заруцкая В.В.
Отображение 
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 называется конформным, если оно 1)сохраняет углы между линиями, т.е. если в комплексной плоскости 
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 две линии образуют при пересечении в точке 
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 некоторый угол, то такой же угол образуют образы этих линий, пересекающиеся в точке 
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 в комплексной плоскости 
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; 2)бесконечно малую окружность отображает в кривую, подобную окружности с точностью до бесконечно малой более высокого порядка. (При этом 
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 указывает угол поворота пересекающихся линий, а 
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 равен коэффициенту растяжения.) 
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 нарушается конформность отображения. Так происходит, например, в точке 
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  -  угол между двумя лучами, проходящими через 
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  удваивается. 
Принцип сохранения углов: если область 
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 отображается функцией 
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[image: image16.wmf]D

 по границе имеется в точке 
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 угол 
[image: image18.wmf]a

, то и при обходе по границе области 
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 в соответству​ющей точке 
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 получается такой же угол 
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). (См., например, рис 1.) Обход по границе производят так, чтобы область оставалась слева.

Задачи на конформные отображения бывают двух видов: 1)найти образ заданной области при заданном отображении 
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 и 2)найти отображение, переводящее одну заданную область 
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 в другую заданную область 
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. 

Задачи первого типа сводятся к простейшим комплексным выкладкам: заданная функция раскладывается на последовательность простейших отображений. Например 
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, раскладывается следующим образом: 
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 (дробно-линейная функция), 
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 (логарифмическая функция). Для каждой из функций последовательно находится образ области: 
[image: image30.wmf]1

]

1

[

)

(

E

D

w

=

, 
[image: image31.wmf]2

1

]

2

[

)

(

E

E

w

=

  и  
[image: image32.wmf]E

E

w

=

)

(

2

. 

При каждом из промежуточных отображений ищется граница области 
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 по отдельным кускам с учетом принципа сохранения углов. Например, рассмотрим отображение 
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 (см. рис. 1). Если 
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Рис. 1

границу 
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Задачи и первого и второго типа требуют знания отображений основными элементарными функциями. (При решениями задачи второго типа разными способами могут получиться разные ответы.) 

Изложим основные свойства отображений элементарными функциями.

Линейное отображение. Переводит область 
[image: image61.wmf]D

 в подобную ей область 
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. С помощью линейного отображения можно область растянуть или сжать. Для этого надо рассмотреть отображение 
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 - действительное положительное число. Область можно повернуть относительно осей координат на угол 
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 против часовой стрелки. Для этого надо взять отображение 
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Например, если область 
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, то (см. рис. 2), можно рассмотреть следующую последовательность отображений: 
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Рис. 2
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 и окончательно записываем последовательно: 
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. (Можно построить цепочку отображений в другом порядке, в данном случае ответ не изменится.)

Для того, чтобы решать задачи второго типа надо хорошо усвоить отображения, осуществляемые простейшими элементарными функциями.

Функция 
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 обязательно должны быть дугами окружности с центром в 0. При нашем отображении образом прямой 
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Рис. 3

линии, не являющейся частью луча выходящего из 0, получается кривая порядка 
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Рис. 4

Функцию 
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Функция 
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 осуществляет отображение, изображенное на рис. 5. 
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Рис. 5

При этом отображении горизонтальная линия, задаваемая условием 
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Функция 
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 (см. рисунок 5). Заметим, что расположение горизонтальной полосы или прямоугольника зависит от выбора интервала главного значения аргумента.

Функция w=Ln z – многозначная функция и поэтому одна и та же область 
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 переходит в бесконечное число областей. См. рисунок 6. Из-за этого при отыскании отображения проще пользоваться функцией 
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Рис. 6
Дробно-линейная функция 
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, то формулировка упрощается: множество окружностей переводится в множество окружностей.)Чтобы выяснить во что именно перешла данная прямая или данная окружность, надо взять три точки на исходной окружности или прямой (на прямой удобно брать точку 
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) и найти их образы. По полученным трем точкам можно построить единственный образ - прямую или окружность. 

Простейшее дробно линейное отображение - 
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Рис. 7

проходящую через 0, оно переводит в окружность, а проходя​щую через 0 – в прямую. Например, прямая 
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Любое дробно-линейное отображение можно представить в виде 
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Очень полезна формула, дающая дробно-линейное отображение переводящее три точки 
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Если какая-нибудь точка равна 
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Иногда вместо формулы (1) можно ограничиться заданием двух точек 
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Правда, при этом приходится брать дополнительные точки, чтобы проверить куда именно перешла наша область.

Задача 1. Найти отображение, переводящее верхнюю полуплоскость в круг радиуса 1.

Выберем на границе 
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 три точки, двигаясь по которым, мы будем иметь область слева. Например, 
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 лежит внутри круга, а не снаружи.

Задача 2. Найти отображение, переводящее область 
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 в верхнюю полу​плоскость: 
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Так как у области 
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 есть 2 прямых угла, а у области 
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Рис. 8

Рассмотрим снова задачу 2. Найти отображение, переводящее область 
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Рис. 9
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