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Вопросы к экзамену
Глава 1. Векторная алгебра (Л1, 06.09.11)
§ 1.1. Векторы на плоскости и в пространстве

1.1.1. Определения направленного отрезка и вектора

 1. Дать определение направленного отрезка.

 2. Дать два определения эквивалентности двух направленных отрезков.

 3. Дать определение (свободного) вектора.

 4. Дать определение нулевого вектора. Объяснить, из каких направленных отрезков он получа​ется.

1.1.2. Основные операции над векторами
 5. Дать определение суммы двух направленных отрезков.

 6. Дать определение суммы двух векторов. Объяснить, в каком смысле оно является корректным.

 7. Доказать свойство нулевого вектора.

 8. Доказать ассоциативность сложения векторов. (Л2, 13.09.11.)

 9. Дать определения противоположного направленного отрезка и противоположного вектора.

10. Доказать свойство противоположного вектора.

11. Дать определение операции умножения вектора на скаляр. Вывести формулу изменения длины вектора при этой операции.

12. Дать определения коллинеарных прямых и коллинеарных векторов.

13. Доказать предложение о двух коллинеарных векторах.

14. Дать определение разности двух векторов.

15. Доказать утверждение о существовании и единственности разности двух векторов.

1.1.3. Основные свойства операций над векторами
16. Записать восемь основных свойств операций над векторами. Доказать какие-нибудь два из них.

17. Вывести пять свойств операций над векторами из основных свойств. (Л3, 20.09.11.)

§ 1.2. Системы координат и базисы

1.2.1. Основные определения

18. Дать определения базисов на плоскости и в пространстве.

19. Дать определение стандартного базиса в данной системе координат (на плоскости и в про​странстве).

20. Доказать утверждения об однозначном разложении вектора в линейную комбинацию векто​ров данного базиса.

21. Дать определения координат вектора на плоскости и в пространстве.

22. Дать определения координат точки на плоскости и в пространстве.

23. Вывести формулы, выражающие связь между операциями над векторами и их координатами.

24. Вывести формулу вычисления координат вектора по координатам его начала и конца. (Л4, 27.09.11.)

1.2.2. Деление отрезка в данном отношении

25. Поставить задачу деления отрезка в данном отношении.

26. Решить задачу деления отрезка в данном отношении (выразить координаты искомой точки через координаты двух данных точек). Решение обосновать.

§ 1.3. Скалярное произведение

1.3.1. Понятие проекции

27. Дать определение (направленной) оси. Дать определение величины вектора, коллинеарного оси.

28. Дать определения понятия проекции вектора на ось (на другой ненулевой вектор) в трёх раз​личных значениях этого слова.

1.3.2. Связь между проекцией и линейными операциями

29. Сформулировать свойства проекции.

30. Доказать, что проекция (понимаемая как вектор) суммы двух векторов на ось равна сумме их проекций на эту ось. То же для произведения на скаляр.

31. Доказать, что координаты вектора суть величины проекций вектора на координатные оси.

32. Доказать, что величина проекции суммы двух векторов на ось равна сумме величин их проек​ций на эту ось. То же для произведения на скаляр.

1.3.3. Определение скалярного произведения

33. Дать определение скалярного произведения.

34. Дать определение ортогональных векторов.

35. Вывести формулу, выражающую длину вектора через скалярное произведение (скалярный квадрат). (Л5, 04.10.11.)

1.3.4. Основные свойства скалярного произведения

36. Записать шесть основных свойств скалярного произведения.

37. Доказать свойство положительной определённости скалярного произведения.

1.3.5. Связь между проекцией и скалярным произведением

38. Вывести формулу, связывающую величину проекции одного вектора на другой со скалярным произведением этих векторов.

39. Доказать линейность скалярного произведения.

40. Вывести формулу для вычисления скалярного произведения.

§ 1.4. Векторное произведение

1.4.1. Основные определения

41. Дать определение компланарной системы векторов трёхмерного пространства.

42. Дать определения правой и левой троек векторов трёхмерного пространства.

43. Дать определение векторного произведения двух векторов трёхмерного пространства.

44. Сформулировать и доказать критерий коллинеарности двух векторов трёхмерного простран​ства (через векторное произведение). (Л6, 11.10.11.)

45. Доказать, что при перестановке сомножителей векторное произведение меняет знак.

1.4.2. Основные свойства векторного произведения
46. Сформулировать шесть основных свойств векторного произведения (включая тождество Jacobi).

47. Рассказать о геометрическом смысле векторного произведения.

1.4.3. Выражение векторного произведения через координаты

48. Вывести формулу, выражающую векторное произведение двух векторов трёхмерного про​странства через их координаты.

1.4.4. Смешанное произведение трёх векторов

49. Дать определение смешанного произведения трёх векторов трёхмерного пространства.

1.4.5. Свойства смешанного произведения

50. Сформулировать и обосновать геометрический смысл абсолютной величины смешанного произведения трёх векторов.

51. Сформулировать и обосновать геометрический смысл знака смешанного произведения трёх векторов.

52. Сформулировать и доказать критерий компланарности трёх векторов.

53. Доказать линейность векторного произведения.

Глава 2. Линейные уравнения на плоскости и в пространстве
§ 2.1. Прямая линия на плоскости и плоскость в пространстве

2.1.1. Основная теорема

54. Сформулировать и доказать основную теорему о линейном уравнении в трёхмерном про​странстве (на плоскости).

55. Записать уравнение плоскости по координатам какой-нибудь точки плоскости и координатам какого-нибудь нормального вектора к этой плоскости. То же для прямой на плоскости.

2.1.2. Условия параллельности и перпендикулярности (Л7, 18.10.11)
56. Сформулировать и доказать критерий компланарности двух плоскостей (коллинеарности прямых на плоскости), заданных линейными уравнениями.

57. Сформулировать и доказать критерий совпадения двух плоскостей (прямых на плоскости), за​данных линейными уравнениями.

58. Сформулировать и доказать критерий перпендикулярности двух плоскостей (прямых на плос​кости), заданных линейными уравнениями.

2.1.3. Расстояние от точки до плоскости

59. Вывести формулу расстояния от точки до плоскости (от точки до прямой в двумерном слу​чае).

§ 2.2. Прямая линия в пространстве

2.2.1. Общие уравнения прямой

60. Дать определение общих уравнений прямой линии в пространстве.

61. Дать определение направляющего вектора данной прямой. Вывести способ нахождения на​правляющего вектора прямой линии в трёхмерном пространстве, заданной общими уравнениями.

2.2.2. Канонические уравнения

62. Вывести канонические уравнения прямой линии в трёхмерном пространстве.

2.2.3. Параметрические уравнения (Л8, 25.10.11)

63. Вывести параметрические уравнения прямой линии в трёхмерном пространстве.

2.2.4. Теорема о пучке плоскостей

64. Дать определение пучка плоскостей, проходящих через данную прямую.

65. Сформулировать и доказать теорему о пучке плоскостей.

Глава 3. Кривые и поверхности второго порядка
§ 3.1. Кривые второго порядка, заданные каноническими уравнениями

3.1.1. Общий вид уравнения второго порядка

66. Записать общий вид многочлена второй степени от двух переменных.

67. Записать общий вид уравнения второго порядка на плоскости.

3.1.2. Канонические уравнения классических кривых второго порядка

68. Записать каноническое уравнение эллипса.

69. Записать каноническое уравнение гиперболы.

70. Записать каноническое уравнение параболы.

§ 3.2. Приведение уравнения второго порядка к каноническому виду

3.2.1. Формулировка основной теоремы (теоремы о кривых второго порядка)

71. Сформулировать основную теорему о кривых второго порядка.

3.2.2. Преобразование координат точек при повороте и параллельном переносе

72. Записать формулы преобразования координат точек плоскости при повороте осей координат вокруг начала.

73. Вывести формулы преобразования координат точек плоскости при параллельном переносе.

3.2.3. Уничтожение члена с xy.

74. Доказать, что с помощью поворота осей координат на подходящий угол вокруг начала можно добиться уничтожения в общем уравнении второго порядка слагаемого, содержащего xy.

3.2.4. Непараболический случай

75. Рассказать, как уравнение второго порядка приводится к каноническому виду в непараболи​ческом случае (предполагается, что член с xy уже уничтожен).

3.2.5. Параболический случай

76. Рассказать, как уравнение второго порядка приводится к каноническому виду в параболиче​ском случае (предполагается, что член с xy уже уничтожен).

3.2.6. Вывод формул преобразования координат точек при повороте

77. Доказать, что в любой прямоугольной системе координат абсцисса (ордината) вектора равна скалярному произведению этого вектора на первый (второй) вектор стандартного базиса.

78. Вычислить старые координаты новых базисных векторов при повороте осей координат вокруг начала.

79. Вывести формулы, выражающие новые координаты точки при повороте осей координат во​круг начала через её старые координаты.

80. Вывести формулы, выражающие старые координаты точки при повороте осей координат во​круг начала через её новые координаты.
§ 3.3. Инвариантные определения классических кривых второго порядка
3.3.1. Эллипс

81. Дать инвариантное определение эллипса.

82. Показать, что эллипс (в смысле инвариантного определения) в некоторой прямоугольной сис​теме координат обладает каноническим уравнением.

83. Показать, что эллипс, определяемый каноническим уравнением, удовлетворяет инвариант​ному определению эллипса.

3.3.2. Гипербола и парабола

84. Дать инвариантное определение гиперболы.

85. Дать инвариантное определение параболы.

§ 3.4. Обзор поверхностей второго порядка

3.4.1. Канонические уравнения второго порядка

86. Записать общий вид уравнения второго порядка в трёхмерном пространстве.

87. Перечислить основные канонические уравнения второго порядка в трёхмерном простран​стве с названиями и эскизами по​верхностей.

3.4.2. Прямолинейные образующие поверхностей второго порядка

88. Привести пример прямолинейной образующей на поверхности второго порядка.
Глава 4. Комплексные числа

§ 4.1. Алгебраическая форма

4.1.1. Определение комплексных чисел и операций сложения и умножения над ними

89. Дать определение комплексного числа. Определить операции сложения и умножения ком​плексных чисел (в исходной форме).

90. Дать определения действительной и мнимой частей комплексного числа, мнимого числа, чисто мнимого числа.

4.1.2. Алгебраическая форма комплексного числа

91. Объяснить, в каком смысле действительные числа можно считать частным случаем ком​плексных.

92. Дать определение мнимой единицы и доказать, что её квадрат равен числу  –1 (действитель​ному).

93. Вывести алгебраическую форму комплексного числа.

4.1.3. Одиннадцать основных свойств операций над комплексными числами
94. Сформулировать одиннадцать основных свойств операций сложения и умножения ком​плексных чисел. Доказать какие-нибудь два из них.

95. Дать определение поля. Привести примеры полей.

96. Доказать единственность нуля и единицы в любом поле.

97. Доказать единственность противоположного и обратного элементов в любом поле.

4.1.4. Операции вычитания и деления комплексных чисел

98. Дать определение разности двух комплексных чисел как решения соответствующего уравне​ния в комплексной области.

99. Доказать теорему о существовании и единственности разности двух комплексных чисел.

100. Дать определение числа, (комплексно) сопряжённого к данному.

101. Доказать, что сумма числа и сопряжённого к нему есть число действительное.

102. Доказать, что произведение числа и сопряжённого к нему есть неотрицательное действи​тельное число.

103. Дать определение модуля комплексного числа.

104. Сформулировать свойства чисел, сопряжённых к данным.

105. Дать определение отношения двух комплексных чисел как решения соответствующего урав​нения в комплексной области.

106. Доказать теорему о существовании и единственности отношения двух комплексных чисел. Вывести практическое правило для вычисления отношения двух комплексных чисел, заданных в алгебраи​ческой форме.

§ 4.2. Тригонометрическая форма

4.2.1. Две геометрические интерпретации Gauss’а комплексных чисел

107. Дать определения комплексной плоскости, действительной и мнимой осей.

108. Рассказать об интерпретации комплексных чисел как точек комплексной плоскости.

109. Рассказать об интерпретации комплексных чисел как векторов в комплексной плоскости.

110. Убедиться, что сумме комплексных чисел соответствует сумма изображающих их векторов.

111. Рассказать о геометрическом смысле модуля комплексного числа.
112. Доказать утверждение о геометрическом смысле модуля разности двух комплексных чисел.

4.2.2. Тригонометрическая форма комплексного числа

113. Дать определение аргумента комплексного числа, не равного нулю.

114. Вывести тригонометрическую форму комплексного числа, отличного от нуля.

4.2.3. Умножение и деление комплексных чисел в тригонометрической форме

115. Вывести формулу умножения комплексных чисел в тригонометрической форме.

116. Вывести формулу деления комплексных чисел в тригонометрической форме.

4.2.4. Формула Moivre’а

117. Доказать формулу Moivre’а (методом математической индукции).

4.2.5. Извлечение корней из комплексных чисел

118. Дать определение корня n-й степени из данного комплексного числа.

119. Доказать теорему о корнях n-й степени из данного комплексного числа.

4.2.6. Основная теорема алгебры

120. Сформулировать основную теорему алгебры комплексных чисел.

Глава 5. Системы линейных уравнений
§ 5.1. Метод Gauss’а
5.1.1. Матрицы
121. Дать определения матрицы, размеров матрицы, квадратной матрицы.

5.1.2. Ступенчатая матрица
122. Дать определение главного элемента данной строки матрицы.

123. Дать определение ступенчатой матрицы.

124. Дать определение главной ступенчатой матрицы.

5.1.3. Элементарные преобразования
125. Дать определения элементарных преобразований трёх типов над строками матрицы.

5.1.4. Теорема C. F. Gauss’а (1777–1855)
126. Сформулировать и доказать теорему Gauss’а о приведении матрицы к ступенчатому виду.

5.1.5. Обратимость элементарных преобразований
127. Доказать, что после совершения одного элементарного преобразования над строками матрицы можно вернуться к исходной матрице, совершив элементарное преобразование того же типа.

§ 5.2. Системы линейных уравнений
5.2.1. Основные определения
128. Записать систему линейных алгебраических уравнений в общем виде.

129. Дать определение решения системы линейных алгебраических уравнений. Что значит ‘ре​шить систему’?

130. Дать определения совместной, несовместной, определённой и неопределённой систем уравне​ний.

5.2.2. Элементарные преобразования над системами уравнений
131. Дать определения матрицы и расширенной матрицы данной системы уравнений.

132. Дать определения элементарных преобразований трёх типов над уравнениями данной сис​темы.

133. Дать определения эквивалентных (равносильных) систем уравнений.

134. Доказать, что при совершении одного элементарного преобразования система уравнений пе​реходит в эквивалентную систему.

5.2.3. Теорема Gauss’а (о системах линейных уравнений)
135. Сформулировать и доказать теорему Gauss’а о приведении системы линейных уравнений к ступенчатому виду.

5.2.4. Решение ступенчатых систем уравнений
136. Рассказать о трёх случаях, возможных для ступенчатых систем уравнений. Рассказать о ре​шении ступенчатых систем в первых двух случаях.

137. Дать определения главных и свободных неизвестных.

138. Рассказать о решении неопределённых ступенчатых систем.

139. Доказать, что неопределённая система уравнений имеет бесконечно много решений.

5.2.5. Однородные системы уравнений
140. Дать определение однородной системы линейных уравнений. Доказать, что однородная сис​тема всегда совместна.

141. Доказать, что если в однородной системе линейных уравнений число уравнений меньше числа неизвестных, то такая система имеет хотя бы одно нетривиальное решение.


