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Вопросы к экзамену
Глава 9. Евклидовы пространства (Л22, 25.05.10)
§ 9.1. Скалярное произведение

9.1.1. Определение скалярного произведения
  1. Дать определение скалярного произведения, привести примеры. (Стр. 6, 7 и 9 методички.)
9.1.2. Простейшие свойства скалярного произведения
  2. Дать определение ортогональных векторов. Доказать, что нулевой вектор ортогонален лю​бому вектору. Доказать симметричность отношения ортогональности. Доказать, что если вектор ортогона​лен самому себе, то он нулевой. (Стр. 11.)
9.1.3. Ортогональное дополнение
  3. Дать определения ортогонального дополнения к вектору и ко множеству векторов. Доказать, что ортогональное дополнение к вектору и ко множеству векторов всегда является подпространством. (Стр. 13.)
  4. Доказать, что линейная комбинация векторов, ортогональных данному, также ортогональна данному вектору. (Стр. 14.)
  5. Доказать, что вектор тогда и только тогда ортогонален линейной оболочке системы векторов, когда он ортогонален каждому вектору данной системы. (Стр. 14.)
9.1.4. Неравенство Cauchy − Буняковского
  6. Доказать неравенство Cauchy − Буняковского. (Стр. 7 и 8.)
  7. Доказать неравенство треугольника. (Стр. 8.)
§ 9.2. Ортогональные системы векторов (Л23, 28.05.10)
9.2.1. Определение и простейшие свойства
  8. Дать определения ортогональной и ортонормальной (ортонормированной) систем векторов. Доказать теорему Пифагора. (Стр. 11, 12 и 13.)
  9. Дать определение длины вектора. Доказать, что перпендикуляр короче наклонной. (Стр. 7, 16 и 17.)
5.3.2. Ортогональная проекция
10. Дать определения ортогональной проекции вектора на подпространство и ортогональной со​ставляющей. Доказать, что если они существуют, то определяются единственным образом. (Стр. 16.)
11. Доказать, что если подпространство обладает конечным ортогональным базисом, то сущест​вует ортогональная проекция любого вектора на это подпространство. (Стр. 17.)
5.3.3. Ортогонализация
12. Доказать существование ортонормального базиса у любого ненулевого конечномерного под​пространства евклидова пространства (процесс ортогонализации Gram’а − Schmidt’а). (Стр. 18 и 19.)
13. Доказать существование ортогональной проекции любого вектора на любое конечномерное подпространство в евклидовом пространстве. (Стр. 19.)
5.4.1. Метод наименьших квадратов (Л1, 04.09.10)
14. Изложить метод наименьших квадратов: постановку задачи, способ решения, геометрический смысл, оценку погрешности. Привести примеры. (Стр. 20 и далее.)
Глава 10. Квадратичные формы
§ 10.1. Билинейные формы
10.1.1. Основные понятия
15. Дать определения билинейной формы, симметрической билинейной формы. Привести при​меры, в том числе пример несимметрической билинейной формы.
16. Дать определение матрицы данной билинейной формы в данном базисе (матрицы Gram’а). Доказать, что матрица Gram’а симметрической билинейной формы является симметрическою.
10.1.2. Выражение значения билинейной формы через координаты векторов
17. Вывести формулу, выражающую значение билинейной формы через координаты векторов. Доказать, что если матрица Gram’а билинейной формы является симметрическою, то и форма является симметрическою.
10.1.3. Связь между матрицами билинейной формы в разных базисах (Л2, 11.09.10)
18. Вывести формулу преобразования матрицы билинейной формы при переходе к другому ба​зису.

§ 10.2. Квадратичные формы
10.2.1. Основные понятия
19. Дать определения квадратичной формы, её матрицы в данном базисе.
20. Доказать, что симметрическая билинейная форма, из которой получается данная квадратичная форма, определяется единственным образом в случае числовых полей.

10.2.2. Выражение через координаты
21. Вывести формулу, выражающую значение квадратичной формы через координаты вектора. Как преобразуется матрица квадратичной формы при переходе к другому базису?
10.2.3. Симметрические (самосопряжённые) операторы (Л3, 18.09.10)
22. Дать определение симметрического (самосопряжённого) линейного оператора в евклидовом пространстве. Доказать, что его матрица в ортонормальном базисе является симметрической.
23. Доказать, что если матрица линейного оператора, действующего в конечномерном евклидо​вом пространстве, в некотором ортонормальном базисе является симметрической, то этот оператор явля​ется симметрическим, а его матрица является симметрической также в любом другом ортонормальном базисе.
10.2.4. Собственные значения и собственные векторы симметрических операторов
24. Доказать, что характеристический многочлен симметрического оператора, действующего в конечномерном евклидовом пространстве, не может иметь мнимых корней.
25. Доказать, что характеристический многочлен симметрического оператора, действующего в конечномерном евклидовом пространстве, разлагается на линейные множители над полем действительных чисел.

26. Доказать, что симметрический оператор, действующий в ненулевом конечномерном евклидо​вом пространстве, имеет хотя бы одно собственное значение и хотя бы один собственный вектор.

10.2.5. Приведение квадратичной формы к главным осям
27. Доказать, что матрица, обратная к матрице перехода от одного ортонормального вектора к другому, совпадает с транспонированной к матрице перехода.

28. Дать определения канонического и нормального видов квадратичной формы. Доказать тео​рему о нормальном виде квадратичной формы (в предположении, что теорема о приведении к главным осям уже доказана). (Л4, 25.09.10.)
29. Доказать, что для любого симметрического оператора, действующего в ненулевом конечно​мерном евклидовом пространстве, существует ортонормальный базис, составленный из собственных век​торов данного оператора.

30. Доказать, что для любой квадратичной формы в евклидовом пространстве существует орто​нормальный базис, в котором матрица этой формы является диагональной (теорема о приведении квадра​тичной формы к главным осям). (Стр. 15.)
10.2.6. Закон инерции и критерий Sylvester’а (стр. 16)
31. Сформулировать закон инерции квадратичных форм.
32. Дать определение положительно определённой квадратичной формы. Сформулировать крите​рий Sylvester’а положительной определённости квадратичной формы.
Глава 11. Элементы теории групп (стр. 17)
§ 11.1. Простейшие понятия
11.1.1. Алгебраическая операция
33. Дать определение (бинарной) алгебраической операции на множестве. Привести примеры.
11.1.2. Нейтральные элементы
34. Дать определение нейтрального (единичного) элемента. Доказать, что если он существует, то единствен. Привести пример алгебраической операции без нейтрального элемента.

11.1.3. Ассоциативность и коммутативность (стр. 18)
35. Дать определения ассоциативной и коммутативной операций. Сформулировать ассоциатив​ный закон для любого количества сомножителей (для ассоциативной операции). Сформулировать комму​тативный закон для любого количества сомножителей (для операции, являющейся ассоциативной и ком​мутативной). Дать определение полугруппы.
11.1.4. Обратный элемент
36. Дать определение элемента, обратного к данному во множестве с определённой алгебраиче​ской операцией с единицей. Дать определение обратимого элемента. Доказать, что если операция ассоциа​тивна и у элемента существует обратный элемент, то он единствен.
11.1.5. Определение группы
37. Дать определение группы. Рассказать о мультипликативной и аддитивной формах записи опе​рации в группе. Дать определение абелевой группы.

11.1.6. Примеры групп
38. Привести примеры групп.
§ 11.2. Понятие подгруппы
11.2.1. Понятие устойчивого (замкнутого) подмножества
39. Дать определения устойчивого (замкнутого) подмножества во множестве с алгебраической операцией, индуцированной операции.
11.2.2. Определение подгруппы (стр. 19)
40. Дать определение подгруппы, привести примеры.

41. Вывести необходимые и достаточные условия того, чтобы подмножество группы являлось её подгруппой.

§ 11.3. Разложение группы по подгруппе (стр. 20)
11.3.1. Левые смежные классы
42. Дать определение левого смежного класса. Доказать, что любые два левых смежных класса или не пересекаются, или совпадают. Доказать, что любой элемент принадлежит своему смежному классу. Доказать, что подгруппа является одним из смежных классов.

43. Рассказать о правостороннем и левостороннем разложениях группы по подгруппе. Доказать равномощность смежных классов.

44. Доказать равномощность множества всех правых смежных классов и множества всех левых смежных классов. Дать определение индекса подгруппы в группе. Доказать теорему Lagrange’а.
45. Вывести критерии совпадения двух правых смежных классов и двух левых смежных классов. (Стр. 21.)
11.3.2. Нормальные делители
46. Дать определение нормальной подгруппы (нормального делителя). Доказать критерий нор​мальности подгруппы.

11.3.3. Свойства и примеры
47. Доказать, что подгруппа индекса два является нормальным делителем. Доказать, что в абеле​вой группе любая подгруппа нормальна.
§ 11.4. Фактор-группа (стр. 22)
11.4.1. Определение фактор-группы
48. Дать определение операции умножения смежных классов по нормальной подгруппе, доказать её корректность.
49. Дать определение фактор-группы. (Стр. 23.)
11.4.2. Гомоморфизм
50. Дать определения гомоморфизма групп, ядра и образа. Привести примеры. Доказать, что при любом гомоморфизме единица переходит в единицу. Доказать, что ядро и образ гомоморфизма являются подгруппами, причём ядро – нормальной подгруппой.
11.4.3. Теорема о гомоморфизмах
51. Дать определения изоморфизма и изоморфных групп, изложить свойства этих понятий.
52. Дать определение естественного (канонического) гомоморфизма (эпиморфизма). Вывести критерий мономорфности. (Стр. 24.)
53. Доказать теорему о гомоморфизмах групп. (Стр. 25.)
§ 11.5. Циклические группы
11.5.1. Порядок элемента в группе
54. Дать определение степени элемента группы. Доказать свойства степеней элементов в группе, включая формулу для элемента, обратного к произведению двух элементов.

55. Дать определения порядка элемента группы, элементов конечного и бесконечного порядка.
11.5.2. Определение циклической группы (Л12, 20.11.10; стр. 26)
56. Дать определения циклической подгруппы и циклической группы.
11.5.3. Описание циклических групп
57. Дать описание строения циклических групп конечного и бесконечного порядков. Доказать, что порядок циклической подгруппы равен порядку её образующего элемента.
11.5.4. Подгруппы и гомоморфные образы циклической группы (стр. 27)
58. Доказать, что любая подгруппа циклической группы является циклической.
59. Доказать, что гомоморфный образ циклической группы является циклической группой. Дока​зать, что фактор-группа циклической группы по любой её подгруппе является циклической группой.
60. Доказать малую теорему Fermat теории групп. (Стр. 26.)
11.5.5. Группа вычетов (стр. 27)
61. Дать определение группы вычетов по данному модулю.
62. Доказать, что группа вычетов является циклической.

§ 11.6. Алгорифм Евклида (стр. 28)
63. Дать определения наибольшего общего делителя двух натуральных чисел и двух многочле​нов.

64. Изложить и дать обоснование алгорифма Евклида.
65. Доказать, что наибольший общий делитель двух натуральных чисел (многочленов) может быть представлен в виде «линейной комбинации» данных чисел (многочленов) (теорема A).

Глава 12. Элементы теории колец (стр. 29)
§ 12.1. Основные определения
12.1.1. Определение кольца
66. Дать определения (ассоциативного) кольца, аддитивной группы кольца. Привести пример не​ассоциативного кольца.

12.1.2. Некоторые свойства колец и примеры
67. Доказать, что произведение на нуль (в кольце) равно нулю. Доказать дистрибутивность умножения относительно вычитания. Доказать, что (−a)b = −ab.
68. Привести примеры (ассоциативных) колец, в том числе некоммутативных, а также пример кольца без единицы.

69. Дать определение делителей нуля в кольце. Привести примеры.

12.1.3. Определение поля и примеры (стр. 30)
70. Дать определение поля. Привести примеры.
71. Привести пример ассоциативно-коммутативного кольца с единицей без делителей нуля, не являющегося полем. Доказать, что в поле нет делителей нуля.

§ 12.2. Подкольца и идеалы

12.2.1. Определение подкольца
72. Дать определение подкольца. Вывести критерий того, что подмножество кольца является его подкольцом.

12.2.2. Определение идеала (стр. 31)
73. Дать определение идеала в кольце. Привести примеры.

74. Дать определения главного идеала и кольца главных идеалов. Доказать, что кольцо целых чи​сел и кольцо многочленов от одного переменного над полем являются кольцами главных идеалов.

§ 12.3. Фактор-кольцо (стр. 32)
12.3.1. Смежные классы
75. Ввести операции сложения и умножения смежных классов кольца по идеалу. Доказать кор​ректность их определения. Дать определение фактор-кольца по идеалу.

12.3.2. Гомоморфизмы колец
76. Дать определения гомоморфизма и изоморфизма колец, ядра и образа гомоморфизма. Дока​зать, что ядро гомоморфизма является идеалом, а образ − подкольцом.

12.3.3. Теорема о гомоморфизмах для колец
77. Сформулировать и доказать теорему о гомоморфизмах для колец.

§ 12.4. Кольца вычетов
12.4.1. Определение
78. Дать определение кольца вычетов. 

12.4.2. Поля вычетов
79. Доказать, что кольцо вычетов является полем тогда и только тогда, когда модуль является простым числом.
80. Рассказать о группе обратимых элементов кольца и поля. Доказать малую теорему Fermat теории чисел и следствие из неё.
81. Дать определение характеристики поля. Доказать, что характеристика поля или равна нулю, или является простым числом.

82. Найти характеристику полей вычетов и характеристику числовых полей. (Л16, 18.12.10.)
§ 12.5. Неприводимые многочлены
12.5.1. Основные понятия
83. Дать определения приводимого и неприводимого многочленов над полем. Доказать, что все многочлены первой степени неприводимы.
84. Доказать, что если многочлен, степень которого не меньше двух, имеет корень, то он приво​дим (Теорема 6 методички, стр. 16.).

85. Доказать, что если многочлен, степень которого равна двум или трём, приводим, то он имеет корень. (Теорема 6, стр. 16.)
12.5.2. Неприводимость над числовыми полями

86. Выяснить, какие многочлены неприводимы над полем комплексных чисел.
87. Доказать, что если комплексное число является корнем многочлена с действительными коэф​фициентами, то комплексно сопряжённое число также является корнем данного многочлена.

88. Выяснить, какие многочлены неприводимы над полем действительных чисел.

12.5.2. Неприводимость над полем рациональных чисел

89. Сформулировать признак Eisensteinʼа неприводимости многочлена над полем рациональных чисел. Привести пример его применения.
90. Привести пример, иллюстрирующий применение «сдвига» к многочлену для выяснения его неприводимости с помощью признака Eisensteinʼа.
§ 12.6. Фактор-кольца по главным идеалам

91. Доказать, что фактор-кольцо кольца многочленов по главному идеалу, порождённому много​членом, степень которого не меньше единицы, является полем тогда и только тогда, когда многочлен не​приводим.

  92. Доказать, что отображение, ставящее в соответствие каждому многочлену над полем K его значение от элемента α некоторого расширения поля K, является гомоморфизмом колец, и найти его образ. (Л17, 25.12.10.)
  93. Найти ядро отображения (гомоморфизма колец), ставящего в соответствие каждому много​члену над полем K его значение от элемента α некоторого расширения поля K. Дать определение мини​мального многочлена элемента α.
  94. Дать определение кольца K[α]. Доказать, что оно является наименьшим подкольцом, содер​жащим K и α. Когда это кольцо является полем?

  95. Доказать изоморфизм колец K[x]/(f(x)) и K[α] (K – произвольное поле, f(x) – многочлен из K[x] степени n ≥ 1, α − элемент некоторого расширения поля K). (Теорема 7, стр. 18.)
  96. Доказать, что если f(x) – многочлен из K[x] (K – произвольное поле) степени n ≥ 1, то каждый элемент кольца K[x]/(f(x)) можно рассматривать как смежный класс вида an−1xn−1 + … + a1x + a0 + (f(x)), где a0, a1, …, an−1 ( K, причём коэффициенты a0, a1, …, an−1 такого представления определяются единственным образом. (Теорема 5, стр. 13.)
  97. Доказать, что если f(x) – многочлен из K[x] (K – конечное поле) степени n ≥ 1, то |K[x]/(f(x))| = = |K|n. (Следствие из теоремы 5, стр. 14.)
  98. Пусть f(x) − многочлен над полем K, являющимся  подполем  поля  L, степень которого n не меньше единицы. Тогда  каждый элемент кольца K[α], где α – корень многочлена f(x) в поле L, представля​ется, притом единственным образом, в виде an−1αn−1 + … + a1α + a0, где a0, a1, …, an−1 ( K. (Теорема 8, стр. 18.) Привести пример нахождения обратного элемента в поле Q(α).
§ 12.7. Расширения полей

  99. Дать определения расширения полей, соответствующего линейного пространства и степени расширения.

100. Доказать, что если f(x) − неприводимый многочлен над полем K, яв​ляющимся подполем поля L, то степень расширения [K(α) : K], где α − корень многочлена f(x) в поле L, равна степени многочлена f(x). (Теорема 9, стр. 21.)
101. Доказать, что если K ( L и L ( M − расши​рения полей конечной степени, то [M : K] = [M :      : L] [L : K]. (Теорема 10, стр. 22.)

