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Вопросы к экзамену
Глава 9. Евклидовы пространства

Метод наименьших квадратов
1. Изложить метод наименьших квадратов: постановку задачи, способ решения, геометрический смысл, оценку погрешности. Привести примеры.
Глава 10. Квадратичные формы
§ 10.1. Билинейные формы
10.1.1. Основные понятия
2. Дать определения билинейной формы, симметрической билинейной формы. Привести при​меры, в том числе пример несимметрической билинейной формы.
3. Дать определение матрицы данной билинейной формы в данном базисе (матрицы Gram’а). Доказать, что матрица Gram’а симметрической билинейной формы является симметрическою.
10.1.2. Выражение значения билинейной формы через координаты векторов
4. Вывести формулу, выражающую значение билинейной формы через координаты векторов. Доказать, что если матрица Gram’а билинейной формы является симметрическою, то и форма является симметрическою.
10.1.3. Связь между матрицами билинейной формы в разных базисах
5. Вывести формулу преобразования матрицы билинейной формы при переходе к другому ба​зису.

§ 10.2. Квадратичные формы
10.2.1. Основные понятия
6. Дать определения квадратичной формы, её матрицы в данном базисе.
7. Доказать, что симметрическая билинейная форма, из которой получается данная квадратичная форма, определяется единственным образом в случае числовых полей.

10.2.2. Выражение через координаты
8. Вывести формулу, выражающую значение квадратичной формы через координаты вектора. Как преобразуется матрица квадратичной формы при переходе к другому базису?
10.2.3. Симметрические (самосопряжённые) операторы
9. Дать определение симметрического (самосопряжённого) линейного оператора в евклидовом пространстве. Доказать, что его матрица в ортонормальном базисе является симметрической.
10. Доказать, что если матрица линейного оператора, действующего в конечномерном евклидо​вом пространстве, в некотором ортонормальном базисе является симметрической, то этот оператор явля​ется симметрическим, а его матрица является симметрической также в любом другом ортонормальном базисе.
10.2.4. Собственные значения и собственные векторы симметрических операторов
11. Доказать, что характеристический многочлен симметрического оператора, действующего в конечномерном евклидовом пространстве, не может иметь мнимых корней.
12. Доказать, что характеристический многочлен симметрического оператора, действующего в конечномерном евклидовом пространстве, разлагается на линейные множители над полем действительных чисел.

13. Доказать, что симметрический оператор, действующий в ненулевом конечномерном евклидо​вом пространстве, имеет хотя бы одно собственное значение и хотя бы один собственный вектор.

10.2.5. Приведение квадратичной формы к главным осям
14. Доказать, что матрица, обратная к матрице перехода от одного ортонормального вектора к другому, совпадает с транспонированной к матрице перехода.

15. Дать определения канонического и нормального видов квадратичной формы. Доказать тео​рему о нормальном виде квадратичной формы (в предположении, что теорема о приведении к главным осям уже доказана).
16. Доказать, что для любого симметрического оператора, действующего в ненулевом конечно​мерном евклидовом пространстве, существует ортонормальный базис, составленный из собственных век​торов данного оператора.

17. Доказать, что для любой квадратичной формы в евклидовом пространстве существует орто​нормальный базис, в котором матрица этой формы является диагональной (теорема о приведении квадра​тичной формы к главным осям). (Стр. 15.)
Глава 11. Элементы теории групп (стр. 17)
§ 11.1. Простейшие понятия
11.1.1. Алгебраическая операция
18. Дать определение (бинарной) алгебраической операции на множестве. Привести примеры.
11.1.2. Нейтральные элементы
19. Дать определение нейтрального (единичного) элемента. Доказать, что если он существует, то единствен. Привести пример алгебраической операции без нейтрального элемента.
11.1.3. Ассоциативность и коммутативность (стр. 18)
20. Дать определения ассоциативной и коммутативной операций. Сформулировать ассоциатив​ный закон для любого количества сомножителей (для ассоциативной операции). Сформулировать комму​тативный закон для любого количества сомножителей (для операции, являющейся ассоциативной и ком​мутативной). Дать определение полугруппы.
11.1.4. Обратный элемент
21. Дать определение элемента, обратного к данному во множестве с определённой алгебраиче​ской операцией с единицей. Дать определение обратимого элемента. Доказать, что если операция ассоциа​тивна и у элемента существует обратный элемент, то он единствен.
11.1.5. Определение группы
22. Дать определение группы. Рассказать о мультипликативной и аддитивной формах записи опе​рации в группе. Дать определение абелевой группы.

11.1.6. Примеры групп
23. Привести примеры групп.
§ 11.2. Понятие подгруппы
11.2.1. Понятие устойчивого (замкнутого) подмножества
24. Дать определения устойчивого (замкнутого) подмножества во множестве с алгебраической операцией, индуцированной операции.
11.2.2. Определение подгруппы (стр. 19)
25. Дать определение подгруппы, привести примеры.

26. Вывести необходимые и достаточные условия того, чтобы подмножество группы являлось её подгруппой.

§ 11.3. Разложение группы по подгруппе (стр. 20)
11.3.1. Левые смежные классы
27. Дать определение левого смежного класса. Доказать, что любые два левых смежных класса или не пересекаются, или совпадают. Доказать, что любой элемент принадлежит своему смежному классу. Доказать, что подгруппа является одним из смежных классов.

28. Рассказать о правостороннем и левостороннем разложениях группы по подгруппе. Доказать равномощность смежных классов.

29. Доказать равномощность множества всех правых смежных классов и множества всех левых смежных классов. Дать определение индекса подгруппы в группе. Доказать теорему Lagrange’а.
30. Вывести критерии совпадения двух правых смежных классов и двух левых смежных классов. (Стр. 21.)
11.3.2. Нормальные делители
31. Дать определение нормальной подгруппы (нормального делителя). Доказать критерий нор​мальности подгруппы.

11.3.3. Свойства и примеры
32. Доказать, что в абеле​вой группе любая подгруппа нормальна.
§ 11.4. Фактор-группа (стр. 22)
11.4.1. Определение фактор-группы
33. Дать определение операции умножения смежных классов по нормальной подгруппе, доказать её корректность.
34. Дать определение фактор-группы. (Стр. 23.)
11.4.2. Гомоморфизм
35. Дать определения гомоморфизма групп, ядра и образа. Привести примеры. Доказать, что при любом гомоморфизме единица переходит в единицу. Доказать, что ядро и образ гомоморфизма являются подгруппами, причём ядро – нормальной подгруппой.
11.4.3. Теорема о гомоморфизмах
36. Дать определения изоморфизма и изоморфных групп, изложить свойства этих понятий.
37. Дать определение естественного (канонического) гомоморфизма (эпиморфизма). Вывести критерий мономорфности. (Стр. 24.)
38. Доказать теорему о гомоморфизмах групп. (Стр. 25.)
§ 11.5. Циклические группы
11.5.1. Порядок элемента в группе
39. Дать определения порядка элемента группы, элементов конечного и бесконечного порядка.
11.5.2. Определение циклической группы (стр. 26)
40. Дать определения циклической подгруппы и циклической группы.
11.5.4. Подгруппы и гомоморфные образы циклической группы (стр. 27)
41. Сформулировать утверждения о подгруппах и гомоморфных образах циклических групп.

