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Бусяцкая, 1 курс, алгебра, ЗИ, осень 2011-1                                                                                                                    23.12.11, М.

Лекции

по алгебре
ФПМ, 1 курс

Осенний семестр 2011/2012 учебного года

Группа ЗИ-11
Лектор – доцент, к. ф.-м. н. И. К. Бусяцкая
Вопросы к экзамену

I часть. Вопросы по матрицам и определителям
 1. Определить сумму матриц и произведение матрицы на число. Вывести свойства этих операций. Записать матрицу
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в виде линейной комбинации базисных матриц.
 2. Определить произведение двух квадратных матриц. Вывести свойства произведе​ния. Найти все матрицы, перестановочные с A =
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. Определить произведение прямо-уголь​ных матриц (когда это возможно).
 3. Дать определение элементарных преобразований над строками матрицы и элемен​тарных матриц. Записать элементарные матрицы второго порядка.
 4. Сформулировать теорему об умножении матрицы на элементарные. Привести пример для матриц третьего порядка.
 5. Дать определение ступенчатой матрицы, матрицы главного ступенчатого вида. Привести пример. Сформулировать теорему Гаусса.
 6. Дать определение определителя матрицы порядка n. Сформулировать его свойства.
 7. Сформулировать теоремы об антисимметрии и о линейности определителя, вы​вести следствия.
 8. Показать, как меняется определитель матрицы при элементарных преобразованиях над строками матрицы.
 9. Доказать теорему об определителе треугольной матрицы.
10. Изложить метод Гаусса вычисления определителя матрицы приведением к тре​угольному виду. Привести пример.
11. Дать определение невырожденной матрицы. Показать, каков главный ступенчатый вид невырожденной матрицы. Доказать, что она раскладывается в произведение элементар​ных матриц.
12. Дать определение вырожденной матрицы. Показать, каков главный ступенчатый вид вырожденной матрицы. Доказать, что она раскладывается в произведение элементарных матриц и ступенчатой матрицы с последней нулевой строкой.
13. Дать определение алгебраического дополнения элемента матрицы. Записать раз​ложение определителя по i-й строке и j-му столбцу.
14. Доказать теорему о разложении определителя по элементам строки.
15. Доказать, что сумма произведений элементов строки на алгебраические дополне​ния элементов другой строки равна нулю. Верно ли это для столбцов?
16. Доказать теорему об определителе произведения двух матриц.

17. Дать определение матрицы, обратной к данной. Доказать её единственность. Вы​вести необходимое условие обратимости матрицы.

18. Доказать, что элементарные матрицы обратимы, и найти к ним обратные.

19. Изложить и обосновать метод Гаусса нахождения обратной матрицы. Привести примеры.
20. Вывести формулу для нахождения обратной матрицы. Достаточное условие суще​ствования обратной матрицы.

II часть. Вопросы по системам линейных уравнений
21. Дать определение системы линейных уравнений, совместной и несовместной сис​темы. Привести примеры.
22. Дать определение матрицы системы, расширенной матрицы. Записать в матрич​ном виде систему:
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23. Дать определение решения системы, множества
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, определённой и неопределён​ной системы. Привести примеры.
24. Дать определение равносильных систем. Показать, что при элементарных преоб​разованиях над строками расширенной матрицы система переходит в равносильную.
25. Изложить метод решения систем главного ступенчатого вида. В каком случае та​кая система несовместна?
26. Изложить метод Гаусса решения систем линейных уравнений на примере

[image: image5.wmf]î

í

ì

=

-

+

-

=

-

+

-

.

0

2

2

2

;

0

4

3

2

1

4

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x


27. Дать определение однородной и неоднородной систем. Показать, что однородная система всегда совместна.
28. Доказать, что однородная система m уравнений с n неизвестными при m < n имеет нетривиальное решение. (Сколько таких решений?)
29. Дать определение линейного пространства Rn, линейно зависимой и линейно неза​висимой системы векторов. Привести примеры таких систем в Rn.
30. Доказать, что k векторов в пространстве Rn линейно зависимы при k > n. Показать, что в пространстве Rn существует система из n линейно независимых векторов. (Единст​венна ли такая система?)
31. Дать определение линейного подпространства. Привести примеры. Дать опреде​ление линейной оболочки векторов. Доказать, что она является линейным подпространст​вом. Почему этот пример является универсальным?
32. Доказать, что множество решений однородной системы является линейным под​пространством.
33. Дать два определения базиса множества M и показать их равносильность.

34. Дать определение размерности множества. Объяснить, как найти размерность ли​нейной оболочки векторов. 
35. Вывести формулу размерности подпространства решений
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для однородной сис​темы линейных уравнений.
36. Дать определение ранга матрицы. Найти по определению ранг матриц
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37. Изложить и обосновать метод нахождения ранга матрицы.
38. Изложить метод нахождения базиса конечной системы векторов.
39. Теорема Кронекера – Капелли.
40. Дать определение фундаментальной системы решений. Записать формулу общего решения однородной и неоднородной систем.
III часть. Вопросы по евклидовым пространствам
41. Дать определение евклидова пространства. Привести примеры.
42. Дать определение матрицы Грама системы векторов G (a1, …, ak). Найти матрицу Грама ортонормированного базиса.
43. Дать определение длины вектора, угла между векторами. Доказать неравенство Коши – Буняковского.
44. Дать определение скалярного произведения. Вывести формулу для вычисления скалярного произведения через матрицу Грама.
45. Дать определение ортогонального и ортонормированного базиса. Описать процесс ортогонализации.
46. Дать определение ортогонального дополнения L( к линейному подпространству L. Доказать, что L( является  линейным подпространством.
47. Дать определение прямой суммы подпространств. Доказать, что E = L ( L(.
48. Доказать неравенство треугольника и теорему Пифагора.
49. Дать определение вектора, ортогонального подпространству. Доказать, что вектор ортогонален подпространству тогда и только тогда, когда он ортогонален базису этого под​пространства.
50. Дать определение проекции вектора на подпространство. Доказать её существова​ние и единственность.
51. Дать определение проекции вектора на подпространство. Вывести основные свой​ства проекции вектора на подпространство (линейность, минимальность).
52. Изложить метод нахождения проекции вектора на подпространство, используя ор​тонормированный базис.
53. Дать определение ортогональной составляющей вектора при проектировании на подпространство. Доказать её существование и единственность.
54. Метод наименьших квадратов. Постановка задачи, метод решения.
55. Дать определение решения системы по методу наименьших квадратов. Доказать его существование.
56. Изложить метод нахождения проекции вектора на подпространство, используя матрицу Грама.
57. Метод наименьших квадратов. Постановка задачи. Всегда ли существует реше​ние? Единственно ли оно?
58. Доказать, что ортогональная система ненулевых векторов линейно независима.
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