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Лекция 8, 25.10.11-1                                                                                                                                                   31.10.11, М.

Лекция № 8 (25.10.11)
2.2.3. Параметрические уравнения

Здесь мы поговорим о параметрических уравнениях вообще. Рассмотрим уравне​ния следующего вида:
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Здесь x(t), y(t) и z(t) представляют собою функции, определённые на одном и том же про​межутке Δ = ‹α; β› и непрерывные на нём (с обычной оговоркой относительно концов). Возьмём какое-либо конкретное значение параметра t1 ( Δ и отметим точку с координа​тами (x(t1); y(t1); z(t1)). Взяв другое значение параметра, мы с помощью той же процедуры можем отметить другую точку (случайным образом она может совпасть с первой). Проде​лывая это с каждой точкой промежутка Δ (т. е. с каждым возможным значением пара​метра t), мы получим некоторую совокупность точек пространства (вообще говоря, беско​нечную), которую можно назвать линией или кривой. В такой ситуации говорят, что урав​нения (6) определяют эту кривую или являются параметрическими уравнениями этой ли​нии.
Классический пример (правда, на плоскости, а не в пространстве): уравнения
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представляют собою параметрические уравнения единичной окружности.

Для аналитической геометрии важен, конечно, случай, когда параметризующие функции x(t), y(t) и z(t) линейны. Итак, рассмотрим параметрические уравнения следую​щего вида:
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Всегда будем считать, что Δ = (−∞; ∞) = R.
Теорема. Параметрические уравнения (7) при условии l = {α; β; γ} ≠ 0 определяют в трёхмерном пространстве прямую линию, проходящую через точку M0 = (x0; y0; z0), для которой вектор l является направляющим.
Доказательство. Здесь также будем предполагать, что все три числа α, β и γ не равны нулю. Обозначим через Γ множество точек, определяемое уравнениями (7), и рас​смотрим уравнения
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определяющие, как мы видели, прямую L, проходящую через точку M0 = (x0; y0; z0), для которой вектор l является направляющим. Нам достаточно, стало быть, доказать, что Γ =  = L.
Для доказательства этого факта возьмём произвольную точку M1 = (x1; y1; z1) ( L и заметим, что для неё удовлетворяются уравнения (5):
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Общее значение этих трёх величин обозначим t1; имеем:
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Но это означает, что M1 = (x1; y1; z1) ( Γ. Обратно, пусть точка M2 = (x2; y2; z2) ( Γ. Это означает существование такого t2, для которого выполняются соотношения:
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из которых немедленно получаем:
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что означает, что M2 = (x2; y2; z2) ( L, QED.

2.2.4. Теорема о пучке плоскостей

Определение. Пучком плоскостей называется множество всех плоскостей, прохо​дящих через какую-либо фиксированную прямую.
Рассмотрим в трёхмерном пространстве пару некомпланарных плоскостей, задан​ных уравнениями:
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Они определяют некоторую прямую (линию их пересечения), которую мы обозна​чим через l. Рассмотрим теперь уравнение вида:

α(A1x + B1y + C1z + D1) + β(A2x + B2y + C2z + D2) = 0,                                  (2)
где α и β − некоторые числа.

Теорема (о пучке плоскостей). 1. При любых значениях α и β, не равных одновре​менно нулю, уравнение (2) определяет некоторую плоскость из пучка плоскостей (4), т. е. проходящую через прямую l.

2. Обратно, любая плоскость нашего пучка обладает уравнением вида (2) при под​ходящем выборе чисел α и β.

Доказательство. 1. Прежде всего убедимся, что уравнение (2) вообще определяет некоторую плоскость. Если это не так, то коэффициенты при x, y и z равны нулю:
αA1 + βA2 = 0,

αB1 + βB2 = 0,

αC1 + βC2 = 0.
Эти равенства можно записать в векторном виде:
αn1 + βn2 = 0
(как обычно,  n1 = {A1; B1; C1}, n2 = { A2; B2; C2}).

Отсюда легко получить коллинеарность векторов n1 и  n2, что невозможно (плоско​сти (4) некомпланарны). В самом деле, хотя бы один из двух коэффициентов α и β не ра​вен нулю. Пусть, например, α ≠ 0 (для β ≠ 0 рассуждение аналогично). Тогда имеем:  n1 = = 
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n2, и векторы n1 и n2 коллинеарны.
Осталось проверить, что плоскость, задаваемая уравнением (2), проходит через прямую l. Для этого возьмём произвольную точку M0 = (x0; y0; z0) на прямой l. Её коорди​наты удовлетворяют уравнениям (4):


[image: image11.wmf]1010101

2020202

0;

(8)

0.

AxByCzD

AxByCzD

+++=

+++=


Умножим первое из этих числовых равенств на α, второе − на β и сложим; мы получим, что координаты точки M0 удовлетворяют уравнению (2), т. е. эта точка лежит в плоскости, задаваемой уравнением (2). Поскольку точка бралась произвольно, это доказывает, что вся прямая l лежит в плоскости (2), т. е. что плоскость (2) проходит через прямую l и, значит, принадлежит нашему пучку.
2. Рассмотрим теперь произвольную плоскость ω нашего пучка; пусть её уравнение

A3x + B3y + C3z + D3 = 0.                              (9)
Выберем теперь на прямой l произвольную точку M0 = (x0; y0; z0) и через эту точку проведём плоскость π, перпендикулярную l. Рассуждая, как в п. 2.2.1, мы видим, что век​торы n1 и  n2 лежат в плоскости π. Но подобное же рассуждение можно применить и к вектору n3 = {A3; B3; C3}, так что он тоже лежит в плоскости π (предполагаю, что все три вектора исходят из точки M0). Итак, мы имеем в плоскости π три вектора n1, n2 и n3, при​чём первые два неколлинеарны. Значит, найдутся такие числа α и β, что













































































































применить и к вектору  , так что он тоже лежит в плоскости  (предполагаю, что все три вектора иассуждая, как в п. оизвольную точку и через эту точку проведём плоскость, перпендикулярную исел  и . пучка плоскостей (4), т. 

n3 = αn1 + βn2
(см. п. 1.2.1). Расписывая последнее соотношение по координатам, имеем:
A3 = αA1 + βA2,

B3 = αB1 + βB2,

C3 = αC1 + βC2.
Подставляя в уравнение (9), получаем:

(αA1 + βA2)x + (αB1 + βB2)y + (αC1 + βC2)z + D3 = 0.                         (10)
Это последнее уравнение (10) равносильно уравнению (9) и, следовательно, задаёт ту же самую плоскость ω нашего пучка, с которой мы начали. Поскольку M0 ( ω, имеем:
(αA1 + βA2)x0 + (αB1 + βB2)y0 + (αC1 + βC2)z0 + D3 = 0.

С другой стороны, выполняются равенства (8), так что

(αA1 + βA2)x0 + (αB1 + βB2)y0 + (αC1 + βC2)z0 + (αD1 + βD2) = 0.

Вычитая последнее равенство из предпоследнего, получаем: D3 = αD1 + βD2. Подставляя в (10), получаем, что плоскость ω может быть также задана уравнением
(αA1 + βA2)x + (αB1 + βB2)y + (αC1 + βC2)z + (αD1 + βD2) = 0,
которое совпадает с уравнением (2), QED.

Глава 3. Кривые и поверхности второго порядка

§ 3.1. Кривые второго порядка, заданные каноническими уравне​ниями

3.1.1. Общий вид уравнения второго порядка

Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0.                                (1)

Левая часть уравнения (1) представляет собою многочлен второй степени (за ис​ключением случая, когда A = B = C = 0, и тогда получается многочлен первой степени, или линейный). Вообще многочленом (полиномом) от данных переменных называется сумма нескольких одночленов от этих переменных. Одночлен представляет собою произведение нескольких переменных в целых неотрицательных степенях, умноженное на числовой ко​эффициент. Степенью, или измерением одночлена называется сумма показателей степе​ней всех входящих в него переменных. Например, −25y3z2 есть одночлен пятой степени (пятого измерения) от переменных x, y, z. Одночлен нулевого измерения − это свободный член. Степенью многочлена называется максимальная степень входящих в него одночле​нов. Одночлены измерения не более двух от двух переменных x и y − это те и только те, которые входят в левую часть уравнения (1). Поэтому эта левая часть представляет собой общий вид многочлена второй степени.

Определение 1. Уравнение (1) (за исключением случая, когда A = B = C = 0) назы​вается уравнением второго порядка.

Определение 2. Фигурой (линией, кривой) второго порядка называется множество точек плоскости, для которого существует такое уравнение второго порядка, что точка принадлежит этому множеству тогда и только тогда, когда её координаты удовлетворяют этому уравнению.

Примечание 1. Если A = B = C = 0, то получается линейное уравнение. Этот случай был полностью разобран раньше: получается либо прямая, либо пустое множество, либо вся плоскость.

Примечание 2. С точки зрения определения 2 прямая линия является линией вто​рого порядка. Например, ось ординат может быть задана уравнением второго порядка x2 = = 0.

3.1.2. Канонические уравнения классических кривых второго по​рядка

1) Эллипс:
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Чтобы исследовать форму этой кривой, перепишем её уравнение в виде:
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Из этих формул видно, что для всех точек кривой (x( ≤ a (область определения функций в последнем равенстве). Исследуя эти функции методами математического анализа (возрас​тание, убывание, непрерывность), получаем такой рисунок:
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Точки (a; 0) и (0; b) принадлежат кривой и являются её точками пересечения с координат​ными осями. Поэтому параметры a и b соответственно называются большой и малой полу​осями.

В частном случае a = b получаем окружность радиуса a с центром в начале коор​динат, т. к. наше каноническое уравнение равносильно в этом случае такому:

x2 + y2 = a2.

А теперь дадим более общее определение эллипса.

Определение 3. Эллипсом называется плоская фигура, которая в некоторой сис​теме координат обладает каноническим уравнением вида (2).
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