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Лекция 6, 11.10.11-3                                                                                                                                                   20.10.11, М.

Лекция № 6 (11.10.11)
Предложение 1 (критерий коллинеарности). Два вектора трёхмерного простран​ства коллинеарны тогда и только тогда, когда их векторное произведение равно 0 (нуле​вому вектору).

Доказательство. В самом деле, если a и b коллинеарны, то [a, b] = 0 по п. 1( опре​деления 3. Если же они неколлинеарны, то по п. 2(б) |c| = |a|∙|b|∙sin ((a, b), но синус угла между векторами не может равняться нулю, иначе угол будет равен 0 или 180(, что озна​чает коллинеарность. Также не могут равняться нулю длины двух данных векторов, иначе был бы равен нулю хотя бы один из данных векторов, а тогда опять была бы коллинеар​ность. Следовательно, формула 2(б) показывает, что в этом случае длина векторного про​изведения есть произведение трёх ненулевых чисел и, следовательно, не равна нулю, а значит, не равно нулю и само векторное произведение, QED.
Предложение 2. При перестановке сомножителей векторное произведение меняет знак.
Доказательство. Пусть даны два вектора a и b в трёхмерном пространстве. Если они коллинеарны, то по п. 1( оба векторных произведения [a, b] и [b, a] равны 0. Если данные векторы неколлинеарны, то однозначно определяется плоскость π, которая через них проходит. Пункты 2(а) и 2(б) определения 3 показывают, что оба векторных произве​дения [a, b] и [b, a] перпендикулярны плоскости π и имеют одну и ту же длину        |a|∙|b|∙sin ((a, b). Вместе с тем вращение вектора b в сторону вектора a будет противопо​ложным по сравнению с вращением вектора a в сторону вектора b. Так как это вращение должно выглядеть как вращение против часовой стрелки, если смотреть из конца вектор​ного произведения, то векторы [a, b] и [b, a] противоположно направлены, QED.
1.4.2. Основные свойства векторного произведения

1. [b, a] = −[a, b] (антикоммутативность).
2. [a + b, c] = [a, c] + [b, c].
3. [λa, b] = λ[a, b].
4. [a, b + c] = [a, b] + [a, c].
5. [a, λb] = λ[a, b].
6. [[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b] = 0 (тождество Jacobi
).
Свойства 2−5 в совокупности называются свойством билинейности векторного произведения, свойства 2−3 − линейностью по первому аргументу, 4−5 − линейностью по второму аргументу. Эти свойства будут доказаны позже. Заметим, что из свойств 1 и 2 легко вывести свойство 4 и, наоборот, из 1 и 4 выводится 2. Аналогично из свойств 1 и 3 легко вывести свойство 5 и, наоборот, из 1 и 5 выводится 3. Свойство 1 было только что доказано. Тождество Jacobi оставим без доказательства.
Геометрический смысл векторного произведения. Длина векторного произведе​ния равна площади параллелограмма, построенного на данных векторах, если их привести к общему началу.

Доказательство. Очевидно из 2(б), т. к. по этой формуле, как известно, как раз и вычисляется площадь параллелограмма.
1.4.3. Выражение векторного произведения через координаты

Сначала составим таблицу умножения базисных векторов e1, e2 и e3 друг на дружку:

	
	e1
	e2
	e3

	e1
	0
	e3
	−e2

	e2
	−e3
	0
	e1

	e3
	e2
	−e1
	0


(в первом столбце стоит первый сомножитель, в первой строке − второй).

Введём также обозначение:
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(т. н. определитель второго порядка).

Пусть теперь даны два вектора: a = {a1; a2; a3} и b = {b1; b2; b3}. Мы сейчас выве​дем следующую формулу для вычисления значения векторного произведения [a, b]:
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Вычисляем:

[a, b] = [{a1; a2; a3}, {b1; b2; b3}] = [a1e1 + a2e2 + a3e3, b1e1 + b2e2 + b3e3] =

= [a1e1, b1e1] + [a1e1, b2e2] + [a1e1, b3e3] +

+ [a2e2, b1e1] + [a2e2, b2e2] + [a2e2, b3e3] +

+ [a3e3, b1e1] + [a3e3, b2e2] + [a3e3, b3e3] =

= a1b1[e1, e1] + a1b2[e1, e2] + a1b3[e1, e3] +

+ a2b1[e2, e1] + a2b2[e2, e2] + a2b3[e2, e3] +

+ a3b1[e3, e1] + a3b2[e3, e2] + a3b3[e3, e3] =

= 0 + a1b2e3 − a1b3e2 −

− a2b1e3 + 0 + a2b3e1 +

+ a3b1e2 − a3b2e1 + 0 =

= (a2b3 − a3b2)e1 − (a1b3 − a3b1)e2 + (a1b2 − a2b1)e3,
QED. (Я воспользовался вышеприведённой таблицей умножения базисных векторов.)
1.4.4. Смешанное произведение трёх векторов

Определение. Смешанное произведение трёх векторов a, b и c есть по определению следующее число:

(a, b, c) = ([a, b], c)

(оно определяется только в трёхмерном пространстве).

1.4.5. Свойства смешанного произведения

1(. Абсолютная величина смешанного произведения равна объёму параллелепи​педа, построенного на трёх данных векторах, если их привести к общему началу.

2(. Если (a, b, c) > 0, то векторы a, b и c образуют правую тройку.

Если (a, b, c) < 0, то векторы a, b и c образуют левую тройку.

Если (a, b, c) = 0, то векторы a, b и c компланарны.

Докажем утверждение 1(. Можно считать, что векторы a и b неколлинеарны. В противном случае параллелепипед вырождается в параллелограмм (или даже в отрезок, если все три вектора коллинеарны). Тогда можно считать, что объём параллелепипеда ра​вен нулю, но и смешанное произведение будет равно нулю, т. к. [a, b] = 0, так что в этом случае утверждение 1( (условно) выполняется.

Итак, пусть векторы a и b неколлинеарны. Тогда однозначно определена проходя​щая через них плоскость π. Условно будем считать её горизонтальной. Заметим, что век​тор [a, b] перпендикулярен π, т. е. торчит вертикально вверх или вниз. Высота H нашего параллелепипеда будет тогда равна абсолютной величине проекции вектора c на [a, b], а площадь основания S − площади параллелограмма, построенного на векторах a и b, т. е. длине вектора [a, b]. Имеем:

|(a, b, c)| = |([a, b], c)| = |[a, b]|∙|pr[a, b]c| = SH = V,

т. е. объёму параллелепипеда, QED.

Для доказательства утверждения 2( достаточно заметить, что если (a, b, c) =            = ([a, b], c) > 0, то скалярное произведение [a, b] на c положительно, угол между [a, b] и c меньше 90(, и вектор c кончается в том же полупространстве, что и [a, b], что и означает, что тройка a, b и c − правая (т. к. тройка a, b, [a, b] всегда правая).

Наоборот, если (a, b, c) = ([a, b], c) < 0, то скалярное произведение [a, b] на c отри​цательно, угол между [a, b] и c больше 90(, и вектор c кончается в другом полупростран​стве, нежели [a, b], что и означает, что тройка a, b и c − левая.

Если же (a, b, c) = ([a, b], c) = 0, то это означает, что вектор c перпендикулярен     [a, b], т. е. лежит в плоскости π, и все три вектора компланарны (т. к. все три лежат в од​ной и той же плоскости π).

Предложение (критерий компланарности). Три вектора компланарны тогда и только тогда, когда их смешанное произведение равно нулю.

Доказательство. В одну сторону это вытекает из нашего пункта 2(. Пусть теперь векторы компланарны. Тогда вектор c перпендикулярен вектору [a, b], и скалярное произ​ведение ([a, b], c) = 0, но оно как раз равно смешанному произведению (a, b, c).
Доказательство линейности векторного произведения

Мы теперь в состоянии доказать формулу:

[a + b, c] = [a, c] + [b, c].

Доказательству предпошлём лемму:

Лемма. При перестановке любых двух сомножителей смешанное произведение меняет знак (не меняя абсолютной величины).

В самом деле, абсолютная величина не меняется, т. к. и то, и другое равно объёму параллелепипеда; что же касается знака, он меняется на противоположный, т. к. меняется ориентация тройки (левая переходит в правую, и наоборот).

Обозначим теперь через h вектор, равный [a + b, c] − [a, c] − [b, c]. Нам достаточно доказать, что он равен 0. Вместо этого докажем, что его скалярный квадрат равен нулю. (Отсюда будет вытекать, что квадрат длины равен 0, значит, длина равна 0 и, значит, сам вектор равен 0.) Вычисляем скалярный квадрат:

(h, h) = ([a + b, c] − [a, c] − [b, c], h) =

= ([a + b, c], h) − ([a, c], h) − ([b, c], h) =

= (a + b, c, h) − (a, c, h) − (b, c, h) =

= −(h, c, a + b) + (h, c, a) + (h, c, b) =

= −([h, c], a + b) + ([h, c], a) + ([h, c], b) = 0

в силу линейности скалярного произведения, QED.
Глава 2. Линейные уравнения на плоскости и в пространстве

§ 2.1. Прямая линия на плоскости и плоскость в пространстве
2.1.1. Основная теорема

Рассмотрим общий вид линейного уравнения (т. е. уравнения первой степени) в трёхмерном пространстве:

Ax + By + Cz + D = 0                                (1)

и на плоскости:

Ax + By + C = 0.                                          (2)

Обозначим через n вектор {A; B; C} (в двумерном случае {A; B}).

Основная теорема. Если n  ≠ 0, то уравнение (1) является уравнением плоскости, а уравнение (2) − прямой линии. При этом вектор n ортогонален этой плоскости или пря​мой.

Доказательство буду вести для трёхмерного случая, для двумерного рассуждение аналогично.

Обозначим через Γ множество всех тех и только тех точек пространства, коорди​наты которых удовлетворяют уравнению (1). Нам надо доказать, что Γ есть плоскость, перпендикулярная n.

Убедимся прежде всего, что множество Γ непусто. Хотя бы одно из чисел A, B и C  не равно 0. Пусть, например, B ≠ 0. (Для других случаев рассуждение аналогично.) Будем искать точку (x0; y0; z0), удовлетворяющую уравнению (1) и дополнительным условиям    x0 = 0 и z0 = 0. Получаем уравнение

By0 + D = 0,

которое имеет (единственное) решение 
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, потому что B ≠ 0. Следовательно, точка (0; 
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; 0) ( Γ и Γ непусто. Возьмём и зафиксируем теперь какую-нибудь точку, принадлежа​щую Γ (они есть), и обозначим её через M0. Пусть её координаты суть (x0; y0; z0). Так как эта точка принадлежит Γ, для её координат справедливо соотношение:

Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0.                                     (1()

Вычитая из уравнения (1) равенство (1(), мы получаем новое уравнение

A(x − x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0,                                (1*)

очевидным образом равносильное уравнению (1) (т. к. мы можем вернуться к уравнению (1), прибавляя к уравнению (1*) равенство (1()). Значит, уравнение (1*) определяет то же самое множество Γ.

Возьмём теперь произвольную точку M = (x; y; z) из множества Γ и распишем ко​ординаты вектора 
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:

{ x − x0; y − y0; z − z0}.

Уравнение (1*) можно записать теперь так:

(n, 
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) = 0.                               (3)

Это новое равенство (3) показывает нам, что точка M принадлежит множеству Γ тогда и только тогда, когда n ( 
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. Обозначим через π плоскость, проходящую через точку M0 и перпендикулярную вектору n. Если точка M принадлежит множеству Γ, то n ( (
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. Прямая M0M перпендикулярна вектору n и, следовательно, лежит в π. Значит, точка M лежит в π. Но, очевидно, верно и обратное, так что Γ = π, QED.

Следствие из теоремы. Уравнение плоскости, проходящей через точку с координа​тами (x0; y0; z0) и ортогональной данному ненулевому вектору с координатами {A; B; C}, имеет вид:

A(x − x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0

(в двумерном случае уравнение прямой, проходящей через точку с координатами (x0; y0) и ортогональной данному ненулевому вектору с координатами {A; B}, есть A(x − x0) + B(y − − y0) = 0).

Примечания. 1. Заметим, что выполнение неравенства n ≠ 0 в условии теоремы существенно, ибо если n = 0, то в трёхмерном случае мы получим либо пустое множество (если D ≠ 0), либо всё пространство (если D = 0). Равным образом в двумерном случае по​лучим либо пустое множество (если C ≠ 0), либо всю плоскость (если C = 0).

2. Верно и обратное утверждение: любая плоскость в трёхмерном пространстве об​ладает уравнением вида (1), а любая прямая на плоскости − уравнением вида (2).

Доказательство (для трёхмерного случая). Возьмём произвольный вектор n = {A; B; C} ≠ 0, ортогональный данной плоскости, и произвольную точку M0 = (x0; y0; z0), ей принадлежащую. Рассмотрим уравнение (1*). По основной теореме оно определяет плос​кость, перпендикулярную вектору n. Очевидно также, что эта плоскость проходит через точку M0. Но такая плоскость единственна и совпадает с данной.

Определение. Уравнения (1) и (2) называются общими уравнениями соответст​венно плоскости и прямой.









� Carl Gustav Jacob Jacobi (Карл Густав Якоб Яко́би, 10.12.1804, Потсдам − 18.02.1851, Берлин) − из�вестный немецкий математик, родной брат российского академика, физика Бориса Семёновича Якоби.
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