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Лекция 5 (начало), 02.10.10-3                                                                                                                                    21.01.11, М.


Лекция № 5 (начало) (25.09.10)
Теорема (о приведении к главным осям). Пусть q (x) − некоторая квадратичная фор-ма в некотором ненулевом конечномерном евклидовом пространстве E. Тогда существует ортонормальный базис пространства E, в котором матрица квадратичной формы диаго​нальна, а сама форма имеет канонический вид:
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Доказательство. Возьмём некоторый ортонормальный базис u1, u2, …, un нашего пространства E. Сейчас мы построим некоторое отображение φ пространства E в себя, ко​торое окажется линейным оператором. Отображение строим в три этапа. Первый этап: каждому вектору x нашего пространства ставим в соответствие матрицу-столбец X ( Rn. Здесь X =
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, как обычно, есть изображение вектора x в нашем базисе, что, в свою оче​редь, означает, что

x = x1u1 + x2u2 + … + xnun.
Второй этап: столбцу X, рассматриваемому как матрица размера (n, 1), ставим в соответ​ствие произведение матрицы G (матрицы Gram’а в нашем базисе) на X. Новую матрицу обозначим через Y. Это тоже вектор-столбец из Rn, т. к. это тоже матрица размера (n, 1). Теперь вектор Y =
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будем рассматривать как изображение некоторого вектора y в на​шем базисе:
y = y1u1 + y2u2 + … + ynun.
Этот вектор y и будет результатом третьего, последнего этапа, и вместе с тем это будет     φ (x).

Отображение φ построено. Ясно, что оно линейно, поскольку оно линейно на каж​дом этапе. Найдём теперь матрицу этого линейного оператора. Для этого прежде всего надо найти вектор φ (u1), а затем его изображение в нашем базисе поместить в первый столбец будущей матрицы. Ищем φ (u1). На первом этапе u1 переходит в e1 =
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. Этот вектор переходит на втором этапе в вектор 
[image: image5.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

1

21

11

n

g

g

g

K

, т. е. в первый столбец матрицы G. Это будет изображение вектора g11u1 + g21u2 + … + gn1un (третий этап). Но именно это изобра​жение я должен взять в качестве первого столбца будущей матрицы линейного оператора. Таким образом, первые столбцы матрицы G и матрицы линейного оператора φ совпадают. Рассуждая аналогично, Вы легко сможете обнаружить, что и остальные их столбцы тоже совпадают. Значит, матрицей линейного оператора φ в исходном базисе служит матрица G.
Далее, эта матрица G, будучи матрицей квадратичной формы, является симметри​ческой. Следовательно, оператор φ является симметрическим, т. к. в ортонормальном ба​зисе его матрица симметрическая. По основной теореме о симметрических операторах в пространстве E существует (другой) ортонормальный базис v1, v2, …, vn, в котором мат​рица оператора φ имеет диагональный вид.
Итак, матрица 
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диагональна. Но по известной формуле 
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Q =               = Q-1GQ. Здесь Q − матрица перехода от старого базиса к новому. С другой стороны, по другой известной формуле (изменение матрицы квадратичной формы при переходе к дру​гому базису) матрицей нашей квадратичной формы (матрицей Gram’а) в новом базисе бу​дет матрица QTGQ. Но матрица Q, будучи матрицей перехода от одного ортонормального базиса к другому ортонормальному базису, обладает тем свойством, что Q-1 = QT. Значит, матрица 
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служит матрицей нашей квадратичной формы в новом базисе, а она диаго​нальна, и теорема доказана.
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