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Лекция 4, 25.09.10-1                                                                                                                                                   24.10.10, М.


Лекция № 4 (25.09.10)
Предложение. Всякая квадратичная форма над полем R в некотором ортогональ​ном базисе имеет нормальный вид.
Доказательство (в предположении, что теорема о приведении к главным осям уже доказана). В некотором ортонормальном базисе a1, a2, …, an наша форма имеет канониче​ский вид:
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Здесь 
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, как обычно, есть изображение вектора x в нашем базисе, что, в свою очередь, означает, что

x = x1a1 + x2a2 + … + xnan.
Изменим длины базисных векторов, что не нарушит их ортогональности:
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(если gii = 0, то полагаем bi = ai). Но тогда
x = x1a1 + x2a2 + … + xnan = 
[image: image4.wmf],
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так что изображением вектора  в новом базисе будет
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Обозначая 
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, имеем:
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(те слагаемые, для которых gii = 0, на самом деле будут отсутствовать), QED.
Теорема 1. Для любого симметрического оператора, действующего в ненулевом конечномерном евклидовом пространстве, существует ортонормальный базис, состоящий из собственных векторов данного оператора.
Доказательство поведём по индукции. Ясно, что достаточно построить ортого​нальный базис из собственных векторов. Тогда, нормировав его, мы получим требуемое. Индукция будет по размерности данного евклидова пространства E. Пусть dim E = 1; то​гда E = (u(, где u − какой-то ненулевой вектор. Очевидно, что система, состоящая из од​ного вектора u, является ортогональным базисом пространства, причём этот вектор будет собственным. Основание индукции есть.
Далее, пусть для всех размерностей, не превосходящих n, теорема доказана, и пусть дано евклидово пространство E размерности n + 1. В этом пространстве действует сим​метрический оператор (. В силу следствия 2 из предыдущей лекции (п. 10.2.4) существует собственный вектор w. Обозначим через L ортогональное дополнение этого вектора. Это подпространство имеет размерность, не превосходящую n, иначе оно совпадало бы с E, и наш вектор w был бы ортогонален самому себе, что невозможно для собственного век​тора.
Подпространство L является инвариантным подпространством. Это означает, что если какой-нибудь вектор x ( L, то и ((x) ( L. Другими словами, если x ( w, то и ((x) ( w. Докажем это. В самом деле, в силу определения симметрического оператора
(((x), w) = (x, ((w)) = (x, λw) = λ(x, w) = 0.
Таким образом, можно считать, что оператор ( действует внутри подпространства L и является там, конечно, симметрическим. По предположению индукции существует ор​тогональный базис L из собственных векторов, скажем, u1, u2, …, um, m ( n. Утверждаю, что система

w, u1, u2, …, um
является ортогональным базисом всего пространства E, состоящим из собственных векто​ров. В самом деле, ортогональность очевидна, а любая ортогональная система ненулевых векторов является линейно независимой (см. лекцию № 23, п. 9.2.1). Остаётся доказать, что любой вектор пространства E линейно выражается через нашу новую систему. Возь​мём произвольный вектор y ( E и спроектируем его на (w(:
y = μw + z, z ( (w(, т. е. z ( L.
Дальнейшее ясно. Кстати, из того, что система w, u1, u2, …, um является базисом E, выте​кает, что на самом деле n + 1 = m + 1, т. е. dim L = n, что, впрочем, нам для доказательства не понадобилось.









_1349447176.unknown

_1349447323.unknown

_1349447830.unknown

_1349448014.unknown

_1349447240.unknown

_1349424821.unknown

_1349447161.unknown

_1349420899.unknown

