PAGE  
1
Лекция 3, 18.09.10-1                                                                                                                                                   09.12.10, М.

Лекция № 3 (18.09.10)
10.2.3. Симметрические (самосопряжённые) операторы
Определение. Линейный оператор (, действующий в евклидовом пространстве, называется симметрическим (самосопряжённым), если для любых векторов x и y про​странства выполняется равенство

(((x), y) = (x, ((y)).
Предложение 1. Матрица симметрического оператора, действующего в конечно​мерном евклидовом пространстве, в любом ортонормальном базисе является симметриче​ской.
Доказательство. Прежде всего заметим, что скалярное произведение, как об этом говорилось, является симметрической билинейной формой; элементы её матрицы G в ор​тонормальном базисе a1, a2, …, an равны gij = (ai, aj) = 0 при i ≠ j и = 1 при i = j, т. е. G = E. Поэтому в таком базисе, если x и y − произвольные векторы пространства, а X и Y − соот​ветственно их изображения в этом базисе, то (x, y) = XTGY = XTEY = XTY. Напомним также, что если A − матрица линейного оператора в каком-нибудь базисе, то изображением век​тора ((x) в том же базисе будет AX.
Далее, вычислим обе части равенства, приведённого в определении:
(((x), y) = (AX)TY = XTATY;

(x, ((y)) = XTAY.

Так как написанные выражения равны, т. е. XTATY = XTAY, и это верно для любых столбцов X и Y, то, как объяснялось, на XT и Y можно «сократить», т. е. AT = A, что и озна​чает симметричность матрицы A, QED.
Предложение 2. Если матрица линейного оператора, действующего в конечномер​ном евклидовом пространстве, в некотором ортонормальном базисе является симметриче​ской, то этот оператор является симметрическим.
Доказательство. Достаточно обратить предыдущее рассуждение.

Предложение 3. Если матрица линейного оператора, действующего в конечномер​ном евклидовом пространстве, в некотором ортонормальном базисе является симметриче​ской, то она является симметрической также в любом другом ортонормальном базисе.

Доказательство. Очевидное следствие двух предыдущих предложений.

10.2.4. Собственные значения и собственные векторы симметрических опера​торов
Теорема. Характеристический многочлен симметрического оператора, действую​щего в конечномерном евклидовом пространстве, не может иметь мнимых корней, т. е. все его комплексные корни являются действительными.

Доказательство. Пусть λ − комплексный корень характеристического многочлена. По определению характеристического многочлена это означает, что определитель квад​ратной матрицы A – λE равен нулю, т. е . эта матрица вырожденна. (Здесь A − мат​рица нашего линейного оператора в каком-нибудь ортонормальном базисе.) Следовательно, однородная система линейных уравнений с этой матрицей над полем комплексных чисел имеет ненулевое решение. Допустим, вектор-столбец X, составленный из комплексных чисел, является таковым решением. Тогда имеем: AX = λX. Далее, вычислим двумя спосо​бами 
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Теперь заметим, что
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Следовательно, на 
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, что и означает, что число λ − действительное, QED.
Иногда данную теорему (не совсем точно) формулируют так: все собственные зна​чения симметрического оператора (симметрической матрицы) действительны.
Следствие 1. Характеристический многочлен симметрического оператора, дейст​вующего в конечномерном евклидовом пространстве, разлагается на линейные множители над полем действительных чисел.
Доказательство. Он разлагается на линейные множители над полем комплексных чисел:

(−1)n(λ − λ1)(λ − λ2)…(λ − λn).
Но все λi являются корнями этого многочлена, т. е. собственными числами опера​тора, а они по теореме являются действительными.
Следствие 2. Симметрический оператор, действующий в ненулевом конечномер​ном евклидовом пространстве, имеет хотя бы одно собственное значение и хотя бы один собственный вектор.

Доказательство. Характеристический многочлен над полем комплексных чисел имеет корень (по основной теореме алгебры), который по нашей теореме должен быть действительным числом, QED.
10.2.5. Приведение квадратичной формы к главным осям
Теорема. Для любой квадратичной формы в евклидовом пространстве существует ортонормальный базис, в котором матрица этой формы является диагональной.
Лемма 1. Если Q − матрица перехода от одного ортонормального базиса к другому ортонормальному базису, то QTQ = QQT = E (или, равносильно, QT = Q −1).
Доказательство. Пусть Q − матрица перехода от ортонормального базиса a1, a2, …, an (старого) к ортонормальному базису b1, b2, …, bn (новому). Пусть также матрицы-столбцы B1, B2, …, Bn − это изображения векторов b1, b2, …, bn в старом базисе. Они же будут столбцами матрицы Q. Чтобы получить элемент произведения матриц QTQ, стоя​щий в i-й строке и в j-м столбце, надо умножить i-ю строку матрицы QT на j-й столбец матрицы Q, что равносильно умножению BiT на Bj. Но произведение BiTBj равно (bi, bj) (см. выше начало доказательства предложения 1), т. е. оно равно 0 при i ≠ j и равно 1 при i = j. Таким образом, мы получили единичную матрицу.
Определение. Говорят, что квадратичная форма в данном базисе имеет канониче​ский вид, если её матрица в этом базисе диагональна.

Это означает, что для соответствующей симметрической билинейной формы l, из которой данная квадратичная форма получается, выполняется соотношение l(ai, aj) = 0 при i ≠ j. В этом случае квадратичная форма имеет вид:
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Мы можем переформулировать нашу теорему так: для любой квадратичной формы в евклидовом пространстве существует ортонормальный базис, в котором данная форма имеет канонический вид.

Определение. Говорят, что квадратичная форма в данном базисе имеет нормаль​ный вид, если её матрица в этом базисе диагональна, а на главной диагонали стоят числа 0, 1 или −1.
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