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Лекция 2, 11.09.10-1                                                                                                                                                   24.10.10, М.

Лекция № 2 (11.09.10)
10.1.3. Связь между матрицами билинейной формы в разных базисах
Пусть теперь в нашем пространстве  рассматривается не один базис, а два базиса кряду: a1, a2, …, an и b1, b2, …, bn. Пусть Q − матрица перехода от первого базиса ко вто​рому. Тогда, как мы знаем (см. п. 8.3.2, лекция № 19 прошлого семестра, формула (4)),
X = QX´; Y = QY´.
Здесь X и X´ − матрицы-столбцы, являющиеся изображениями вектора x в старом и новом базисах соответственно; Y и Y´ − то же для вектора y. Пусть ещё G´ − это матрица нашей билинейной формы в новом базисе. Тогда
l(x, y) = XTGY = (QX´)TGQY´ =
= ((X´)TQT)GQY´= (X´)T(QTGQ)Y´.

С другой стороны,
l(x, y) = (X´)TG´Y´,

так что

(X´)T(QTGQ)Y´ = (X´)TG´Y´.

Сокращая слева и справа на одинакие сомножители (см. лемму 2 п. 8.2.7, лекция № 19 предыдущего семестра, и аналогично для строк), имеем: 

G´= QTGQ.

Это и есть желанная формула преобразования матрицы билинейной формы при переходе к другому базису. В этих формулах T − знак транспонирования матрицы; я пользуюсь также свойством (AB)T = BTAT (полезное упражнение − докажите!).
§10.2. Квадратичные формы
10.2.1. Основные понятия
Определение. Отображение q: L ( K называется квадратичною формою, если су​ществует такая симметрическая билинейная форма l, что для любого вектора x из L вы​полняется равенство l(x, x) = q(x).
Теорема. Если K = R или C, то симметрическая билинейная форма l, упоминаемая в определении, определяется единственным образом.

Доказательство. В самом деле,

q(x + y) = l(x + y, x + y) = l(x, x) + 2l(x, y) + l(y, y) =
= q(x) + 2l(x, y) + q(y),

так что 2l(x, y) = q(x + y) − q(x) − q(y), откуда, очевидно, вытекает доказываемое утвержде​ние, QED.

Определение. Матрица симметрической билинейной формы l, упоминаемой в определении, называется матрицей данной квадратичной формы.
10.2.2. Выражение через координаты
Предложение. Пусть q − квадратичная форма в пространстве L, G − её матрица в каком-либо базисе, x − произвольный вектор из L, X = 
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 − его изображение в том же базисе. Тогда q(x) = 
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xixjgij = XTGX.

Доказательство. Вытекает из соответствующих формул для билинейных форм.

Ясно также, что матрица квадратичной формы при переходе к другому базису пре​образуется по тому же закону, что и матрица билинейной формы.
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