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Лекция 16, 18.12.10-1                                                                                                                                                 05.01.11, М.


Лекция № 16 (18.12.10)
Найдём характеристику числовых полей R, C и Q, а также полей Zp для простых p.
Для числовых полей очевидно, что сумма нескольких единиц (1 + 1 + … + 1) не может равняться нулю. Следовательно, характеристика этих полей (R, C и Q) равна нулю. Докажем теперь, что char Zp = p (p простое). По определению характеристика – это наи​меньшее число единиц (а единицей в этом поле является вычет 
[image: image1.wmf]1

), сумма которых равна нулю (т. е. вычету 
[image: image2.wmf]0

). Ясно, что сумма p единиц равна нулю. Пусть char Zp = q (q простое, q < p). Разделим p на q с остатком: p = qs + r, где r < q, и рассмотрим следующее равен​ство:
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Здесь в первом сомножителе q единиц, во втором − s единиц, в последней группе − r еди​ниц. Действительно, выражение слева равно нулю, т. к. произведение двух сомножителей представляет собою сумму qs единиц, а вся левая часть есть, таким образом, сумма qs +    + r = p единиц. С другой стороны, первый сомножитель равен нулю, т. к. q – характери​стика, так что последняя группа единиц даёт в сумме нуль, что противоречит определе​нию характеристики
.
§ 12.5. Неприводимые многочлены

12.5.1. Основные понятия
Определение 1. Многочлен f(x) над полем K называется приводимым, если его можно разложить нетривиальным образом на множители:
f(x) = g(x)h(x),
т. е. так, что оба сомножителя имеют степень, ≥ 1, т. е. не являются константами (равно​сильно: степень обоих сомножителей строго меньше степени многочлена f(x)).
Определение 2. Многочлен f(x) над полем K называется неприводимым, если он не является приводимым и его степень ≥ 1 (т. е. он не является константою).
Таким образом, все многочлены разбиваются на три группы: приводимые, непри​водимые и константы. Приводимые многочлены являются аналогами составных чисел, неприводимые – аналогами простых чисел.
Предложение 1. Все многочлены первой степени неприводимы.
Доказательство. В самом деле, по определению приводимого многочлена он есть произведение двух многочленов степени, ≥ 1, т. е. имеет степень по меньшей мере два.
Предложение 2. Если многочлен, степень которого не меньше двух, имеет корень, то он приводим.

Доказательство. Пусть наш многочлен f(x) имеет корень α; тогда по теореме Be​zout он делится на x − α, т. е.

f(x) =(x − α)h(x).
При этом h(x) не может быть константой, иначе степень f(x) равнялась бы единице. По определению 1 наш многочлен приводим.
Предложение 3. Если многочлен, степень которого равна двум или трём, приво​дим, то он имеет корень.

Доказательство. Рассмотрим равенство
f(x) = g(x)h(x)
из определения приводимого многочлена. Поскольку степень каждого сомножителя ≥ 1, то хотя бы один из них имеет степень ровно 1, иначе степень  была бы четыре или более. Пусть, например, g(x) = αx + β. Но этот многочлен имеет корень 
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12.5.2. Неприводимость над числовыми полями
Предложение 4. Над полем комплексных чисел неприводимыми являются много​члены первой степени, и только они.
Доказательство. В силу предложения 1 все многочлены первой степени неприво​димы. Константы не являются ни теми, ни другими. Если же степень данного многочлена два или больше, то по основной теореме алгебры он имеет корень и по предложению 2 приводим. 
Теорема. Если комплексное число является корнем многочлена с действительными коэффициентами, то комплексно сопряжённое число также является корнем данного мно​гочлена.
Доказательство. Пусть комплексное число α является корнем многочлена
anxn + … + a1x + a0,
все коэффициенты которого действительны. Вычисляем:
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 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf].
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Это означает, что число 
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 также является корнем.
В доказательстве я использовал легко доказываемые утверждения 
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а также тот факт, что для всех коэффициентов 
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т. к. число ai действительно.
Предложение 5. Над полем действительных чисел неприводимыми являются мно​гочлены первой степени и многочлены второй степени (квадратные трёхчлены) с отрица​тельными дискриминантами, и только они.

Доказательство. Многочлены первой степени неприводимы по предложению 1. Многочлен второй степени с отрицательным дискриминантом неприводим по предложе​нию 3, т. к. не имеет корней. Остальные многочлены второй степени по предложению 2 приводимы, т. к. имеют корень. Любой многочлен более высокой степени приводим. В самом деле, если он имеет действительный корень, то приводим по предложению 2. Если нет, то он имеет комплексный (и, следовательно, мнимый) корень α по основной теореме алгебры. Но по теореме этого пункта число
[image: image10.wmf]a

 также является корнем нашего многочлена. Следовательно, по теореме Bezout он делится как на x – α, так и на x – 
[image: image11.wmf]a

, а значит, и на их произведение
. Вычислим же это произведение:
(x – α)(x –
[image: image12.wmf]a

) = x2 – (2Re α)∙x + |α|2.
Таким образом, наш многочлен делится на указанный многочлен второй степени с дейст​вительными коэффициентами. А так как его степень больше двух, он приводим.
12.5.3. Неприводимость над полем рациональных чисел
Предложение 6. Многочлены f(x) и Af(x) над полем K (не константы, A ( K, A ( 0) либо оба приводимы, либо оба неприводимы.
Доказательство. Очевидно.
Ввиду предложения 6 при исследовании многочлена над Q на неприводимость можно умножить все коэффициенты на общий знаменатель, и, таким образом, достаточно ограничиться многочленами с целыми коэффициентами.

Теорема (признак
 Eisensteinʼа
, без доказательства). Пусть f(x) − многочлен с це​лыми коэффициентами и пусть для некоторого простого числа p
1) старший коэффициент не делится на p;

2) все остальные коэффициенты делятся на p;

3) свободный член не делится на p2.
Тогда многочлен  неприводим над полем Q.
Пример. Многочлен x3 – 2x + 2 неприводим над Q, т. к. выполняются все условия признака Eisensteinʼа при p = 2. Следовательно, все его действительные корни (а они су​ществуют, т. к. это многочлен нечётной степени) иррациональны.
Замечание. Утверждение, обратное к признаку Eisensteinʼа, неверно, как показы​вает пример многочлена x2 – x + 1, для которого при любом простом p не выполняется условие 2) признака. Вместе с тем этот многочлен неприводим, т. к. не имеет рациональ​ных (и даже действительных) корней.

Иногда при исследовании многочлена f(x) над Q на неприводимость полезно про​извести «сдвиг» многочлена, т. е. переход к многочлену f(x + α), α ( Q.

Предложение 7. Многочлены f(x) и f(x + α) над полем K (не константы, α ( K) либо оба приводимы, либо оба неприводимы.

Доказательство. Если f(x) приводим:
f(x) = g(x)h(x),

то
f(x + α) = g(x + α)h(x + α),

так что f(x + α) также приводим. Обратный переход к многочлену f(x) равносилен осуще​ствлению сдвига на –α.
Пример. Пусть f(x) = x3 + x2 + x + 3. Признак Eisensteinʼа применить нельзя. В этом случае сдвиг при ( = −1 приводит к успеху:

f(x − 1) = (x − 1)3 + (x − 1)2 + (x − 1) + 3 =

= x3 − 3x2 + 3x − 1 + x2 − 2x + 1 + x − 1 + 3 =

= x3 − 2x2 + 2x + 2,

и признак Eisenstein’а показывает, что f(x) неприводим.
§ 12.6. Фактор-кольца по главным идеалам
Теорема. Пусть f(x) – произвольный многочлен над полем K. Тогда фактор-кольцо K[x]/(f(x)) является полем тогда и только тогда, когда f(x) неприводим.

Доказательство. Обозначим через I идеал (f(x)). Это главный идеал, порождённый многочленом f(x). Он состоит из всевозможных многочленов, делящихся на f(x). Для крат​кости будем обозначать смежный класс g(x) + I через [g].
Пусть f(x) неприводим. Поскольку K[x] − коммутативное кольцо с единицей, для доказательства того, что K[x]/I − поле, достаточно доказать, что в этом фактор-кольце ка​ждый ненулевой элемент обратим
. Пусть [g] – ненулевой элемент фактор-кольца. Это озна​чает, что g не делится на f. Следовательно, g и f взаимно просты (так как f неприво​дим) и по теореме А имеем:
1 = λg + μf,
откуда
[1] = [λ][g] + [μ][f] = [λ][g],
т. к. [f] = [0]. Таким образом, [λ] − обратный элемент к [g].

Пусть теперь f(x) приводим:
f(x) = g(x)h(x),
где g и h − не константы. Тогда

[g][h] = [f] = [0],

причём [g] и [h] ( [0], иначе, например, g делилось бы на f, что из соображений степеней невозможно. Таким образом, [g] и [h] – делители нуля, чего в поле не бывает. 









� Могу предложить другое доказательство. Сумма q единиц � EMBED Equation.3  ���= 1 + 1 + … + 1 + pZ = pZ, от�куда по критерию равенства двух смежных классов сумма 1 + 1 + … + 1 = q должна делиться на p, что не�возможно, т. к. q < p.


� В самом деле, если многочлен f(x) делится на два взаимно простых многочлена g(x) и h(x), то он де�лится на их произведение, ибо по теореме A имеем: 1 = λg + μh, так что f(x) = λfg + μfh, что делится на gh. В нашем случае многочлены x – α и x –� EMBED Equation.3  ��� взаимно просты, иначе они делились бы на многочлен первой сте�пени (можно считать, со старшим коэффициентом 1), совпадали бы с ним и между собой. Но тогда α = � EMBED Equation.3  ���, что бывает только для действительных α.


� Почему-то в литературе эта теорема часто называется критерием Eisensteinʼа, что крайне не�удачно, ибо в математике обычно критерием называют необходимое и достаточное условие.


� � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%B9%D0%B7%D0%B5%D0%BD%D1%88%D1%82%D0%B5%D0%B9%D0%BD,_%D0%A4%D0%B5%D1%80%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B0%D0%BD%D0%B4" \o "Эйзенштейн, Фердинанд" �Фердинанд Готтхольд Макс� Эйзенштейн, правильнее Айзенштайн (Ferdinand Gotthold Max Eisenstein, 1823−1852), немецкий математик.





� А также то, что в фактор-кольце [0] ( [1]. Но если [0] = [1], то 1 – 0 = 1 делится на f(x), что воз�можно только в том случае, если f(x) есть константа, а это для неприводимого многочлена невозможно.
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