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Лекция № 8 (19.03.10)

6.1.3. Произведение (композиция) отображений
Определение. Пусть даны отображения: ψ: B → C (первое) и φ: A → B (второе). Тогда их произведением (или композицией) называется отображение ψφ: A → C, задаваемое формулой:
(ψφ)(a) = ψ(φ(a)), a(A, φ(a)(B.

Замечание 1. Обратите внимание, что сначала выполняется второе отображение (φ), а по​том первое (ψ), то есть композиция отображений выполняется в порядке, обратном их записи.
Замечание 2. При этом всё равно говорят, что это произведение ψ на φ (первого отображе​ния на второе).

Замечание 3. Это понятие встречалось вам в математическом анализе, но там оно называ​лось сложной функцией, или (по Г. М. Фихтенгольцу) суперпозицией.

Замечание 4. Формула из определения выражает своеобразную ассоциативность, и изящ​ность этой формулы, может быть, оправдывает обратный порядок умножения, который кому-то, возможно, покажется неестественным.
Теорема. Произведение отображений ассоциативно, то есть  ((ψ)( = ((ψ().

Доказательство. Пусть даны отображения: 
[image: image1.wmf]ABCD

jyc

¾¾®¾¾®¾¾®

. Очевидно, что ле​вая и правая части равенства отображают А в D (((ψ)(, ((ψ(): А → D). Преобразуем левую часть: (((ψ)()(a) = ((ψ)(((a)) = ((ψ(((a))); теперь правую: (((ψ()(a) = (((ψ()(a)) = ((ψ(((a))). В результате получили, что левая и правая части равны, QED.

Определение. Тождественное преобразование (() определяется как отображение (: A → A, задаваемое правилом: ((a) = a ((a ( A).
Замечание. Иногда я буду писать (A, если важно указать множество. Если множество ясно из контекста, сохраним обозначение (.

Предложение 1. Рассмотрим два отображения:
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 , ψ(: A → A.

Если ψ( = (, то ( инъективно, а ψ сюръективно.

Доказательство. Для доказательства первой части предложения необходимо доказать: φ(a1) = φ(a2) ( a1 = a2. Пусть φ(a1) = φ(a2). Тогда ψ(φ(a1)) = ψ(φ(a2)). Далее, (ψφ)(a1) = (ψφ)(a2); ((a1) = ((a2); a1 = a2, QED.

Для обоснования второй части предложения необходимо доказать: a ( A ( (b ( B: ψ(b) = = a. Но a = ((a) = (ψ()(a) = ψ(((a)), так что в качестве b мы можем взять элемент ((a) ( B, и тогда ψ(b) = a, QED.
Предложение 2.

1. Произведение двух инъективных отображений инъективно.

2. Произведение двух сюръективных отображения сюръективно.
3. Произведение двух биективных отображений биективно.

Доказательство. Пусть даны отображения 
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1. Для обоснования данного пункта необходимо доказать: (ψ()(a1) = (ψ()(a2) ( a1 = a2. Пусть (ψ()(a1) = (ψ()(a2). Тогда ψ(((a1)) = ψ(((a2)); ((a1) = ((a2) (так как ψ инъективно); a1 = a2, QED.
2. Для обоснования данного пункта необходимо доказать, что если c ( C, то существует та​кой элемент a ( A, что (ψ()(a) = c. Но из сюръективности ψ вытекает существование такого b ( B, что c = ψ(b). Далее, так как ( сюръективно, то существует a ( A такое, что b = ((a). Теперь всё вы​текает из следующих равенств:
c = ψ(b) = ψ(((a)) = (ψ()(a), QED.

3. Очевидно из пп. 1 и 2.
6.1.4. Обратное отображение

Определение. Пусть даны отображения φ: A → B и ψ: B → A. Отображение ψ называется обратным к φ, если выполняются равенства: φψ = εB, ψφ = εA.

Если ψ обратно к φ, то и φ обратно к ψ. Если ψ обратно к φ, то оба отображения биективны (в силу предложения 1 п. 6.1.3). Отображение φ называется обратимым, если существует обратное к нему отображение. Мы доказали

Предложение. Любое обратимое отображение биективно.

Теорема. Если отображение φ обратимо, то обратное к нему отображение единственно.

Доказательство. Пусть φ: A → B, ψ1, ψ2: B → A и ψ1, ψ2 обратны к φ. Тогда имеют место равенства: ψ1 = ψ1εB = ψ1(φψ2) = (ψ1φ)ψ2 = εAψ2 = ψ2. В результате получили: ψ1 = ψ2, QED.

Описание обратного отображения

Пусть дано биективное отображение φ: A → B. Построим некоторое отображение ψ: B → A и докажем, что оно обратно к φ. Для построения отображения ψ зафиксируем элемент b ( B.

Рассмотрим уравнение:

φ(x) = b,                                            (1)

где x ( A и играет роль неизвестного.

Мы знаем, что это уравнение однозначно разрешимо. (Существует и единственно такое a ( ( A, что φ(a) = b.)

Обозначим (единственное) решение уравнения (1) через ψ(b). Мы построили некоторое отображение ψ: B → A. Утверждаю, что ψ обратно к φ.

В самом деле, для любого b ( B
(φψ)(b) = φ(ψ(b)) = b = εB(b) ( φψ = εB;

(ψφ)(a) = ψ(φ(a)) = a = εA(a) ( ψφ = εA.

Обозначается обратное отображение φ−1.

Если отображение φ биективно, то оно обратимо (ибо мы только что построили обратное к нему). Фактически мы доказали теорему: отображение обратимо тогда и только тогда, когда оно биективно.

6.1.5. Преобразования и подстановки

Определение. Отображение φ, отображающее множество A в себя, называется преобразо​ванием (множества A).
Во множестве всех преобразований данного множества A определена операция умножения (композиции). Она ассоциативна.

Определение. Биективное (или, равносильно, обратимое) преобразование называется под​становкою.

Произведение двух подстановок есть подстановка. Следовательно, на множестве всех под​становок также корректно определена операция умножения (композиции). Тождественное ото​бражение εA является подстановкою. При этом оно играет роль нейтрального элемента (единицы) по умножению. Отображение, обратное к подстановке, всегда существует и также будет подста​новкою. Следовательно, множество всех подстановок данного множества образует группу отно​сительно операции композиции отображений. (Группою называется множество объектов произ​вольной природы, на котором определена ассоциативная операция умножения, существует еди​ница и у каждого элемента есть обратный.)
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