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Лекция № 7 (12.03.10)

5.6.2. Два подпространства
Предложение 1. Если размерность подпространства L ≤ Kn равна k, то любая система век​торов этого подпространства, содержащая более нежели k векторов, линейно зависима.

Доказательство. Если L = {0}, то любая система векторов этого подпространства состоит только из нулевых векторов и, следовательно, линейно зависима. В противном случае L обладает базисом. Пусть a1, a2, …, ak (1) − какой-нибудь базис нашего подпространства L, а b1, b2, …, bm     (2) − какая-нибудь система векторов этого подпространства, причём m > k. Применим к системам векторов (1) и (2) лемму о двух системах векторов (п. 5.2.4, см. лекцию № 3 от 19.02.10). Получим, что система (2) линейно зависима, QED.
Замечание. Частным случаем этого предложения является доказанное в п. 5.3.3 (см. лек​цию № 4 от 26.02.10) утверждение, что в пространстве Rn (верно также и для Kn) любая система из n + 1 вектора линейно зависима. (Размерность всего пространства Kn равна n, что подтверждается наличием стандартного базиса.)

Предложение 2. Если одно подпространство содержится в другом, то размерность первого не превосходит размерности второго.

Доказательство. Пусть L ( M, L, M ≤ Kn и пусть dim L = l > m = dim M. Поскольку l ≥ 1, подпространство L ≠ {0} и, следовательно, обладает базисом. Тогда в подпространстве M размер​ности m найдётся ли​нейно независимая система векторов (любой базис подпространства L), в ко​торой больше чем m элементов. Но это невозможно в силу предложения 1.
Предложение 3. Любое ненулевое линейное подпространство является линейной оболоч​кой своего базиса.

Доказательство. Пусть L ≤ Kn и пусть a1, a2, …, ak − какой-нибудь базис нашего подпро​странства L. Рассмотрим подпространство M = ‹a1, a2, …, ak›. M ( L в силу минимального свойства линейной оболочки. L ( M, так как любой вектор из L линейно выражается через векторы базиса.
Предложение 4. Если одно подпространство содержится в другом и их размерности равны, то и сами подпространства совпадают.
Доказательство. Пусть L ( M, L, M ≤ Kn и пусть dim L = l = m = dim M. Если L = {0}, то dim L = dim M = 0, M = {0} и всё доказано. В противном случае возьмём какой-нибудь базис под​пространства L. Если он не является базисом подпространства M, то по лемме из п. 5.3.3 (см. лек​цию № 4 от 26.02.10) к нему можно присовокупить ещё один вектор из M с сохранением линейной независимости. Но тогда в M будет больше линейно независимых векторов, чем его размерность, что невозможно в силу предложения 1. Следовательно, выбранный нами базис подпространства L является также базисом подпространства M. В силу предложения 3 оба подпространства совпа​дают как линейные оболочки этого общего базиса, QED.
Предложение 5. Если одно подпространство содержится в другом, то любой базис мень​шего подпространства можно дополнить до базиса большего подпространства.

Доказательство. Пусть L ( M, L, M ≤ Kn. Пусть a1, a2, …, ak (1) − какой-нибудь базис на​шего подпространства L. Если система (1) является также базисом M, то всё доказано. В против​ном случае по лемме из п. 5.3.3 (см. лекцию № 4 от 26.02.10) к линейно независимой системе (1) можно присовокупить ещё один вектор из M с сохранением линейной независимости новой сис​темы (2). Если получится базис M, то всё доказано. Иначе продолжаем процесс, присоединяя но​вые векторы из M с сохранением линейной независимости. Процесс этот, однако, не может про​должаться до бесконечности, ибо рано или поздно число построенных линейно независимых век​торов превысит размерность подпространства M, а это невозможно по предложению 1.
Следствие. Любой базис подпространства можно дополнить до базиса всего пространства Kn.

Доказательство: это частный случай предложения 5.

Предложение 6. В подпространстве L размерности k любая линейно независимая система из k векторов является базисом.

Доказательство. В противном случае можем добавить вектор из L с сохранением линейной независимости, но тогда в подпространстве размерности k получится линейно независимая сис​тема из k + 1 вектора.

Глава 6. Определители

6.1. Подстановки
6.1.1. Определение отображения
Определение 1. Пусть даны два множества A и B, состоящие из элементов произвольной природы. Если каждому элементу a ( A поставлен в соответствие некоторый элемент b ( B, то го​ворят, что на множестве A задано отображение, или функция
.

Обозначение отображения: φ: A → B; φ(a) – так обозначается значение отображения φ от элемента a, или образ элемента а при отображении φ. Иногда применяется такое обозначение: b = = aφ. (Мы не будем его использовать.)

[image: image1]
Пример: φ: Z → Z задаётся правилом: φ(a) = a2.

Определение 2. Отображение φ называется инъективным, если при a1 ≠ a2 φ(a1) ≠ φ(a2) (разные элементы переходят в разные).

На рисунке изображено неинъективное отображение. Также неинъективным является ото​бражение Z → Z, определённое выше.

Пусть φ: A → B, С ( A. Тогда множество φ(C) = {φ(c), c ( C} называется образом подмно​жества С при отображении φ. В частности, можно рассматривать φ(A) – это некоторое подмноже​ство множества B, которое может совпадать с B, а может и не совпадать. В вышеприведённом примере φ(Z) = {0, 1, 4, 9, 16, …} ≠ Z.
Im φ – другое обозначение образа всего множества A при отображении φ.
Определение 3. Отображение называется сюръективным, если образ всего множества A при этом отображении равен всему множеству В.

Различные виды записи свойства сюръективности:

1) φ(A) = B;

2) Im φ = B;

3) b ( B ( (a ( A: φ(a) = b.
Различные виды записи свойства инъективности:

1) a1 ≠ a2 ( φ(a1) ≠ φ(a2);

2) φ(a1) = φ(a2) ( a1 = a2. 

Определение 4. Биективным (или взаимно однозначным) называется отображение, которое является инъективным и сюръективным одновременно.
Определение 5. Полным прообразом подмножества D множества B называется множество 
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6.1.2. Определения на языке уравнений
Пусть φ: A → B, и пусть b ( B. Рассмотрим уравнение
φ(x) = b.                      (x ( A)                            (1)

Здесь роль неизвестного играет элемент x множества A, b – фиксированный элемент множества B.
Инъективность: уравнение (1) имеет не более одного решения при любом b.

Сюръективность: уравнение (1) при любом b имеет решение.

Биективность: уравнение (1) всегда имеет единственное решение.

Если b ( B, то 
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 ({b}) – множество всех решений уравнения (1).

Инъективность означает
: b ( B ((
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Сюръективность: b ( B ( 
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Биективность: b ( B ((
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� Точные синонимы в математике.


� Через |M| обозначается количество элементов множества M. В алгебре это число принято называть порядком множества M. (Другое название: мощность.)
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