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Лекция № 3 (19.02.10)
5.2.4. Лемма о двух системах векторов
Лемма. Пусть даны две системы векторов одной и той же размерности:

a1, a2, …, ak 
(1), 

b1, b2, …, bl 
(2).

Если  выполняются следующие условия:

1) каждый вектор системы (1)  линейно выражается через векторы системы (2);

2) k > l,

то система (1) линейно зависима.

Доказательство. Нам достаточно убедиться в существовании таких коэффициентов xi, не все из которых равны нулю, что выполняется соотношение:

x1a1 + x2 a2 + … + xk ak = 0.          (5)

Из условия 1) следует:
a1 = λ11b1 + λ12b2 + … + λ1lbl;
a2 = λ21b1 + λ22b2 + … + λ2lbl;
(*)
…

ak = λk1b1 + λk2b2 + … + λklbl.
Подставим (*) в соотношение (5):
x1(λ11b1 + λ12b2 + … + λ1lbl) + x2(λ21b1 + λ22b2 + … + λ2lbl) +
 + … + xk(λk1b1 + λk2b2 + … + λklbl) = 0.
Теперь преобразуем:
(x1λ11 + x2λ21 + … + xkλkl)b1 + (x1λ12 + x2λ22 + … + xkλk2)b2 +
 + … + (x1λ1l + x2λ2l + … + xkλkl)bl = 0.
Теперь для достижения нашей цели достаточно обеспечить выполнение следующих соотношений:




λ11x1 + λ21x2 + … + λklxk = 0;





λ12x1 + λ22x2 + … + λk2xk = 0;

(6)







…





λ1lx1 + λ2lx2 + … + λklxk = 0.

Систему равенств (6) можно рассматривать как однородную систему линейных уравнений относительно неизвестных x1, x2, …, xk; при этом k > l (неизвестных больше, чем уравнений); значит, система  уравнений (6) имеет хотя бы одно ненулевое решение, что и означает, что система (1) линейно зависима, QED.

5.2.5. Понятие ранга системы векторов
Теорема. Любые два базиса одной и той же конечной системы векторов содержат одно и то же количество векторов.

Доказательство. Пусть дана система векторов a1, a2, …, ak. Предположим, что у нас есть два базиса этой системы, и допустим (от противного), что они содержат разное количество векторов. Будем считать первым базисом тот, который содержит большее количество векторов:

b1, b2, …, bl – базис (1);

c1, c2, …, cm – базис (2).

Мы имеем l > m; тогда, применяя лемму о двух системах векторов к системам (1) и (2) и учитывая, что каждое bi линейно выражается через векторы системы (2), получим, что система (1) линейна зависима. Но это противоречит тому, что система (1) есть базис.

Определение. Рангом данной системы векторов, содержащей хотя бы один ненулевой вектор, называется число векторов в любом базисе системы. Рангом системы векторов, состоящей только из нулевых векторов, считается число 0.

Обозначения: rk (a1, a2, …, ak) или r (a1, a2, …, ak).

Рассмотрим теперь произвольную прямоугольную матрицу
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  размера (s, n).

Расщепим данную матрицу на вектор-столбцы:
a1 =
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A = (a1, a2, …, ak) – запись данной матрицы в векторном виде.
Определение.

Рангом матрицы называется ранг системы её столбцов.
§ 5.3. Линейное координатное пространство
5.3.1. Основные определения
Определение. Линейным координатным пространством Rn (Cn) (арифметическим пространством) размерности n называется множество всех вектор-столбцов размерности n, рассматриваемое относительно операций покомпонентного сложения и покомпонентного умножения на скаляры.
5.3.2. Линейное подпространство
Определение. Подмножество L линейного координатного пространства Rn называется (линейным) подпространством, если выполняются следующие три условия:

1) x, y ( L ( x + y ( L;
2) x ( L, λ ( R (C) ( λx ( L;
3) 0 ( L.
Обозначение линейного подпространства: L ≤ Rn.
Примеры. 1. Очевидно, что подмножество, состоящее только из нулевого вектора (L = {0}), а также всё пространство (L = Rn) являются примерами подпространств. Это самое маленькое и самое большое подпространства.
2. А вот пример промежуточного подпространства, отличающегося от двух приведённых: в пространстве R3 рассмотрим множество векторов вида
L = {
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Таким образом, наше подмножество L состоит из трёхмерных векторов определённой структуры: первые две компоненты α и β − произвольные (действительные) числа, а третья компонента −α противоположна первой. Посмотрим, какой вид будет иметь сумма двух векторов такого вида:
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Снова получился вектор такой же структуры, т. е. принадлежащий L. Аналогично для умножения на скаляр:
(
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Кроме того, ясно, что 0 ( L, так что выполняются все три пункта определения, L − подпространство.
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