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Лекция № 22 (25.05.10)
8.7.2. Собственные подпространства
Определение собственного вектора можно переписать следующим образом:
((x) = λx = λ((x);

((x) − λ((x) = 0;

(( − λ()(x) = 0;

x ( Ker (( − λ().

Не забудем только, что у нас ещё есть условие x ≠ 0. Если всё же от этого условия отказаться (т. е. присоединить к собственным векторам нулевой вектор), то мы по​лучаем следующее
Предложение. Множество всех собственных векторов, отвечающих данному собственному значению λ, вместе с нулевым вектором образует линейное подпро​странство.

Определение. Это подпространство называется собственным подпростран​ством, отве​чающим данному собственному значению λ, и обозначается Vλ.
Таким образом, Vλ = Ker (( − λ() = {x ( Kn: ((x) = λx}.
Теорема. Собственные векторы, отвечающие различным собственным значе​ниям, линейно независимы.
Доказательство поведём методом математической индукции. Пусть k − число собственных векторов. При k = 1 x1 ( 0. Следовательно, x1 − линейно независимая система из одного вектора. Пусть для k векторов утверждение верно. Выве​дем из этого, что теорема верна для k + 1 вектора. Пусть даны собственные векторы x1, x2, …, xk, xk+1 с различными собственными значениями λ1, λ2, …, λk, λk+1 и пусть выполняется соотношение

(1x1 + (2x2 + … + (kxk + (k+1xk+1 = 0.                               


 (1)

Требуется доказать, что все (i = 0.

(((1x1 + (2x2 + … + (kxk + (k+1xk+1) = 0;

(1((x1) + (2((x2) + … + (k((xk) + (k+1((xk+1) = 0;

(1λ1x1 + (2λ2x2 + … + (kλkxk + (k+1λk+1xk+1 = 0.                                     (2)

Умножим обе части равенства (1) на λk+1:

(1λk+1x1 + (2λk+1x2 + … + (kλk+1xk + (k+1λk+1xk+1 = 0.                             (3)

Вычитаем из равенства (3) равенство (2):
(1(λk+1  − λ1)x1 + (2(λk+1  − λ2)x2 + … + (k(λk+1 −  λk)xk = 0.

Так как x1, x2, …, xk − система k собственных векторов с различными собст​венными значе​ниями λ1, λ2, …, λk, то по предположению индукции все коэффици​енты в последнем равенстве равны нулю, т.е. при i = 1, 2, …, k выполняются соот​ношения (i(λk+1 −  λi) = 0, но тогда (i = 0, ибо λk+1 ( λi.

Подставив эти (i = 0 в равенство (1), получаем (k+1xk+1 = 0. Так как xk+1 − соб​ственный век​тор и, следовательно, ненулевой, то (k+1 = 0. Теорема доказана.
8.7.3. Достаточные условия диагонализуемости
Лемма. Пусть

x1 + x2 + … + xk = 0,

где 
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, причём разные слагаемые лежат в разных собственных подпространст​вах. Тогда все xi = 0.

Доказательство. Пусть, напротив того, найдётся хотя бы один xi ≠ 0. Но так как 
[image: image2.wmf]i

i

V

l

Î

x

и xi ≠ 0, то xi есть собственный вектор с собственным значением λi. Оста​ётся применить теорему из п. 8.7.2 о линейной независимости собственных векторов с различными собственными значе​ниями, в силу которой такая ситуация невозможна.

Теорема. Если сумма размерностей всех собственных подпространств равна n (размерно​сти всего пространства), то оператор диагонализуем.

Доказательство. Каждое собственное подпространство, будучи ненулевым, обладает бази​сом. Пусть базис подпространства 
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 и т. д., ба​зис 
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. Пусть при этом λ1, λ2, …, λs − все собственные значения данного опера​тора. По условию теоремы

r1 + r2 + … + rs = n.
Объединяя взятые базисы в одну систему, мы будем иметь в этой системе n векто​ров. Докажем, что построенная система векторов линейно независима. Пусть

μ11u11 + μ12u12 + … +
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Так как μ11u11 + μ12u12 + … +
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Теперь из-за линейной независимости каждой системы векторов (это же базис!) по​лучаем, что все коэффициенты μ равны нулю, что и означает линейную независи​мость векторов нашей большой системы. Остаётся сослаться на предложение 6 из п. 5.6.2 (лекция № 7 от 12 марта 2010 года), из которого вытекает, что наша большая система векторов является базисом всего пространства, со​стоящим из собственных векторов, что равносильно диа​гонализуемости опера​тора.

Следствие 1. Пусть дан линейный оператор над полем комплексных чисел. Если размер​ность каждого собственного подпространства равна кратности соответ​ствующего корня характе​ристического многочлена, то оператор диагонализуем.

Доказательство. В самом деле, в этом случае сумма размерностей всех собст​венных под​пространств равна сумме кратностей всех корней характеристического многочлена, т. е. степени n этого многочлена. Остаётся применить теорему.

Следствие 2. Если есть ровно n различных собственных значений, то опера​тор диагонали​зуем.

Доказательство. Размерность каждого собственного подпространства не меньше 1, по​этому в нашем случае сумма размерностей всех собственных подпро​странств будет не меньше n; следовательно, она равна n. Остаётся применить тео​рему.

§ 8.8. Жорданова форма и жорданов базис
8.8.1. Основные определения
Определение 1. Матрица вида

Jn (λ) = 
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называется жордановой клеткой (её размер (n, n)).

Определение 2. Клеточно-диагональная квадратная матрица вида
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на главную диагональ которой «нанизаны» жордановы клетки, называется жорда​новою матри​цею.

Сумма размеров всех клеток k1 + k2 + … + ks, естественно, должна быть равна порядку мат​рицы. Числа λ в разных клетках могут быть различными, а могут быть одинаковыми. Заметим, что жорданова матрица является верхнею треугольною, т. к. таковою является каждая жорданова клетка. Следовательно, главная диагональ жордановой матрицы является её спектром (или явля​ется спектром того линейного опе​ратора, матрицей которого в каком-нибудь базисе является дан​ная жорданова матрица). (См. п. 8.7.1.)

Определение 3. Базис всего пространства называется жордановым базисом данного ли​нейного оператора, если матрица оператора в этом базисе является жордановой матрицей.
Определение 4. Жорданова матрица называется жордановой формою данного оператора, если она является матрицей этого оператора в каком-то базисе (очевидно, жордановом). Жорда​нова матрица называется жордановой формою другой данной квадратной матрицы того же раз​мера, если эти две матрицы являются матрицами одного оператора в двух базисах.

8.8.2. Теорема Jordan’а

Теорема (C. Jordan, без доказательства). Любой линейный оператор над полем комплекс​ных чисел обладает жордановым базисом.

8.8.3. Способ нахождения жордановой формы
Укажем один из возможных способов нахождения жордановой формы данной матрицы. Нахождение жорданова базиса является гораздо более трудной задачей, которая в нашем курсе не рассматривается. (Интересующихся отсылаю к моей брошюре «Построение жорданова базиса».)
Напомним, что размерность образа линейного оператора равна рангу его матрицы (в любом базисе). Отсюда вытекает, что если ( − данный линейный оператор, а A и B − его матрицы в двух базисах, то ранги этих двух матриц равны. Далее, по​скольку матрицы Ak и Bk являются в тех же базисах матрицами одного и того же оператора (k (при умножении операторов их матрицы пере​множаются), то rk Ak = rk Bk. Воспользуемся также тем, что A − λE и B − λE − в тех же базисах матрицы одного и того же оператора ( − λ(, так что

rk (A − λE)k = rk (B − λE)k

для любого натурального k.

Теперь можно предложить следующий алгорифм нахождения жордановой формы данной квадратной матрицы A. Выписываем все «априорные» жордановы матрицы, т. е. все жордановы матрицы того же размера, что и матрица A, и с тем же спектром, что и матрица A (их конечное число). Заметим при этом, что две жорда​новы матрицы, отличающиеся только порядком следова​ния жордановых клеток на главной диагонали, не считаются различными. Пусть J − искомая жор​данова мат​рица; тогда

rk (A − λE)k = rk (J − λE)k

для любого натурального k.
Начнём с k = 1, и будем подставлять наши априорные матрицы в правую часть написанного выше равенства и проверять его выполнение. Для каких-то матриц оно будет выполняться, а для каких-то не будет. Таким образом, какая-то часть априорных матриц отсеется. Если останется всего одна матрица, то она и будет искомой жордановой формой. Если нет, то продолжаем про​цесс с оставшимися априорными матрицами и берём k = 2. Проверяем вышенаписанное равенство, после чего отсеются ещё какие-то матрицы, и т. д. Рано или поздно процесс завершится, и оста​нется всего одна жорданова матрица. Она и будет ответом.

Замечание. Наш алгорифм мы обосновали не полностью, т. к. не доказано, что процесс остановится, т. е. что рано или поздно останется только одна матрица. Это верно, но здесь мы обоснования этого факта не даём.

Глава 9. Евклидовы
 пространства

§ 9.1. Скалярное произведение

9.1.1. Определение скалярного произведения

Общее определение линейного пространства

Определение 1. Линейным (векторным) пространством над полем K называется множе​ство, состоящее из объектов произвольной природы (называемых векторами), в котором опреде​лены операции сложения и умножения на скаляры (т. е. на элементы основного поля K), причём выполняются восемь основных свойств линейных операций над векторами (см. п. 5.1.3, лекция    № 1 от 12.02.10), которые здесь называются (и являются) аксиомами линейного простран​ства.
Примерами линейных пространств являются рассмотренные уже нами пространства V2 и V3 геометрических векторов, а также пространства Kn. Произвольные линейные пространства обла​дают многими свойствами, присущими этим пространствам, в частности, они заведомо обладают любым свойством, доказательство которого мы проводили, опираясь только на 8 аксиом. Вместе с тем есть одно существенное отличие: произвольное ненулевое линейное пространство может не обладать конечным базисом (определения подпространства, базиса, размерности и т. п. таковы же, как и для Kn). Такие пространства называются бесконечномерными. Мы приведём пример линей​ного пространства, в котором существуют любые сколь угодно длинные линейно независимые системы векторов (определение линейной независимости также стандартное). Если бы в этом про​странстве был конечный базис, то такое безобразие было бы невозможно (доказывается точно так же, как мы это делали выше).
Таковым примером является линейное пространство всех многочленов (например, над по​лем действительных чисел). В самом деле, многочлены можно складывать и умножать на скаляры (действительные числа). Легко проверяется выполнение всех 8 аксиом. А теперь рассмотрим такие многочлены:

1, x, x2, …, xn.
Для доказательства их линейной независимости возьмём, как обычно, их линейную комбинацию и приравняем её нулю:

λ0 + λ1x + λ2x2 + … + λnxn = 0.

Это равенство можно рассматривать как тождество. Следовательно, оно выполняется для любого значения x, взятого из основного поля (действительных чисел). Получается, что любое действи​тельное число является корнем многочлена, стоящего в левой части. Но многочлен n-й степени не может иметь более n корней. Таким образом, наш многочлен может быть только константой, рав​ной тождественно нулю, т. е. все его коэффициенты λi равны нулю, QED.
Определение 2. Пусть E – произвольное линейное пространство.

Скалярным произведением в E называется отображение, ставящее в соответствие каждой упорядоченной паре векторов a, b из E некоторое действительное число (a, b), причем так, что вы​полняются следующие условия.

1. (a + b, c) = (a, c) + (b, c) для любых a, b, c ( E.

2. (λa, b) = λ(a, b) для любых a, b ( E и любого λ ( R.

3. (a, b) = (b, a) для любых a, b ( E.

4. (a, a) > 0 для любого ненулевого вектора a ( E.

Первые два свойства в совокупности называются билинейностью, третье – симметрично​стью, последнее – положительной определенностью скалярного произведения.

Примеры. Рассмотрим три примера. 

1. В качестве E возьмем геометрическое пространство векторов V3 (или V2), которое рас​сматривается в аналитической геометрии. Тогда скалярное произведение определялось следую​щим образом:

(a, b) = |a||b|cos ((a, b). 

В аналитической геометрии доказывалось, что так определённое скалярное произведение удовлетворяет вышеприведенным условиям 1–3. Докажем, что выполняется также условие 4. Если a = b ≠ 0, то (a, b) = |a|2cos ((a, a) = |a|2 > 0, т. к. cos ((a, a) = 1.

2. В качестве E возьмём координатное пространство Rn. Определим скалярное произведе​ние по следующей формуле: если

a = 
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то положим (a, b) = a1b1 + a2b2 + … + anbn = 
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Несложно проверить выполнение условий 1–3 (проверьте!). Для доказательства выполне​ния условия 4 необходимо доказать, что если a ( 0, то (a, a) > 0. Докажем это: пусть a = =
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( 0; тогда:

(a, a) = a
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Мы доказали, что наша формула действительно определяет в Rn скалярное произведение. Такое скалярное произведение называется стандартным, а евклидово пространство Rn, рассмат​риваемое относительно стандартного скалярного произведения, называется n-мерным координат​ным (арифметическим) евклидовым пространством.

Замечание. Формула (a, b) = a1b1 + a2b2 + … + anbn  для пространств V2 и V3 выводилась, а за определение бралась формула (a, b) = |a||b|cos ((a, b). Здесь же логический порядок обратный: за определение берётся первая формула, а вторую при желании можно положить в основу опреде​ления угла между двумя векторами.

3. Рассмотрим теперь пример совершенно другого рода. А именно, в качестве пространства E возьмем множество всех функций, определённых и непрерывных на отрезке [a, b] (a < b). Такие функции можно складывать (сумма непрерывных функций есть непрерывная функция) и умно​жать на скаляры (произведение непрерывной функции на число есть непрерывная функция), при​чём выполняются обычные восемь аксиом линейного пространства. Это пространство не является конечномерным – в нём нет конечного базиса. Определим теперь в нём скалярное произведение по следующей формуле: если f(t), g(t) ( E, то

(f, g) = 
[image: image39.wmf]b
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f(t)g(t)dt.

 Произведение двух непрерывных функций непрерывно, а любая непрерывная функция ин​тегрируема, так что в правой части всегда получится определённое действительное число. Следо​вательно, наша формула в самом деле задаёт отображение, сопоставляющее каждой упорядочен​ной паре функций из E определённое действительное число. Несложно проверить (проверьте!) выполнение условий 1–3. Для доказательства выполнения условия 4 необходимо доказать, что если f ( E, f ≠ 0, то (f, f) > 0, т. е. надо доказать, что в этом случае

(f, f) = 
[image: image40.wmf]b
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f2(t)dt > 0.
Но это вытекает из следующей теоремы математического анализа: если значение определённого интеграла от непрерывной неотрицательной на отрезке функции равно нулю, то и сама функция тождественно равна нулю (и, конечно, из того, что значение определённого интеграла от неотри​цательной функции неотрицательно).

9.1.2. Простейшие свойства скалярного произведения

В этом пункте везде предполагается, что всё происходит в некотором евклидовом про​странстве E.

Определение. Два вектора a и b евклидова пространства называются ортогональными (обозначение: a ( b), если (a, b) = 0.
Предложение 1. Нулевой вектор ортогонален любому вектору.

Доказательство. (0, a) = (0(0, a) = 0((0, a) = 0, QED.

Предложение 2. Если a ( b, то b ( a.
Доказательство. Очевидное следствие свойства симметричности скалярного произведе​ния.

Предложение 3. Если a ( a, то a = 0.
Доказательство. Если a ( a, то это означает, что (a, a) = 0. В силу свойства положительной определённости это возможно только если a = 0, QED.

9.1.3. Ортогональное дополнение

Определение. Ортогональным дополнением к данному вектору a называется множество векторов

a( = {b ( E: b ( a}.

Предложение 4. Ортогональное дополнение к любому вектору является линейным подпро​странством.
Доказательство. Обозначим a( через L. Надобно доказать, что L есть линейное подпро​странство. Проверим выполнение трёх пунктов определения линейного подпространства.

1. 0 ( L. В самом деле, 0 ( a(, т. к. 0 ( a (предложение 1).

2. Если b и c ( L, то b + c ( L. Действительно, данные условия означают, что (b, a) = 0 и    (c, a) = 0; но тогда и (b + c, a) = (b, a) + (c, a) = 0 + 0 = 0.

3. Если b ( L и λ ( R, то  λb  ( L. Действительно, данное условие означает, что (b, a) = 0; но тогда и (λb, a) = λ(b, a) = λ(0 = 0.

Предложение доказано.

Определение. Ортогональным дополнением к данному множеству векторов M называется множество векторов

M( = {a ( E: b ( M ( a ( b}.

Иными словами, для принадлежности вектора множеству M( требуется, чтобы он был ортогонален каждому вектору из M.

Предложение 5. Ортогональное дополнение к любому множеству M векторов является ли​нейным подпространством.
Доказательство. Легко понять, что M( =
[image: image41.wmf]bM
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b(. Так как пересечение любой совокупности подпространств есть (линейное) подпространство, получаем, что M( есть также подпространство, QED.

Предложение 6. {a}( = a(.

Доказательство. Очевидно.

Замечание. Из определения следует (либо это можно считать особым определением), что (( = M. Точно так же легко видеть, что E( = {0}. В самом деле, если вектор принадлежит E(, то это означает, что он ортогонален каждому вектору из E; в частности, он ортогонален самому себе, откуда вытекает (предложение 3), что он нулевой.
Предложение 7. Если векторы a1, a2, …, an ортогональны вектору b, то любая линейная комбинация λ1a1 + λ1a2 + … + λ1an ортогональна вектору b.

Доказательство. В самом деле, из условия вытекает, что a1, a2, …, an ( ( b(. Так как b( яв​ляется линейным подпространством, то линейная оболочка (a1, a2, …, an( ( b( в силу минималь​ного свойства линейной оболочки. Так как λ1a1 + + λ1a2 + … + λ1an ( (a1, a2, …, an(, получаем, что λ1a1 + λ1a2 + … + λ1an ( b(, что означает, что λ1a1 + λ1a2 + … + λ1an ( b, QED.

Определение. Будем говорить, что вектор b ортогонален множеству M (b ( M), если он ор​тогонален каждому вектору из этого множества.

Предложение 8. Вектор b тогда и только тогда ортогонален линейной оболочке системы векторов a1, a2, …, an, когда он ортогонален каждому вектору этой системы.

Доказательство. Если вектор b ортогонален каждому вектору системы, то в силу предло​жения 7 он ортогонален каждому вектору линейной оболочки. Обратное очевидно.

Следствие. Вектор тогда и только тогда ортогонален подпространству, когда он ортогона​лен каждому вектору какого-нибудь базиса этого подпространства.

9.1.4. Неравенство Cauchy
 − Буняковского
.

Теорема. Для любых двух векторов a, b произвольного евклидова пространства E выпол​няется неравенство

|( a, b)| ( |a|(|b|

(неравенство Cauchy − Буняковского), причём равенство достигается в том и только в том случае, когда векторы коллинеарны.
Доказательство. При a = 0 оба утверждения теоремы очевидны (имеет место равенство). Поэтому в дальнейшем можно считать, что a ≠ 0. Возьмём и зафиксируем два вектора a, b ( E, a ≠ ≠ 0. Рассмотрим функцию действительного переменного t:

f(t) = (ta + b, ta + b) = (a, a)t2 + 2(a, b)t + (b, b).

Как видно, функция  представляет собою квадратный трёхчлен со старшим ненулевым коэффици​ентом. Так как её значения неотрицательны при любом значении t (т. к. это скалярный квадрат!), то дискриминант не может быть положительным; вычисляем четверть дискриминанта:

(a, b)2 − (a, a)(b, b) ( 0,

что и даёт требуемое неравенство.

Пусть теперь векторы a и b коллинеарны и a ≠ 0; тогда b = λa для подходящего действи​тельного коэффициента λ. Но тогда

|(a, b)| = |(a, λa)| = | λ |(|a|2 = |a|(|b|.

Обратно, пусть имеет место равенство |(a, b)| = |a|(|b| и a ≠ 0. Тогда введённый выше квадратный трёхчлен имеет нулевой дискриминант и, следовательно, обладает корнем, скажем, t0. Тогда (t0a + + b, t0a + b) = 0, t0a + b = 0, откуда b = = −t0a, что и означает коллинеарность векторов a и b.

Следствие (неравенство треугольника). Для любых двух векторов a, b произвольного евк​лидова пространства E выполняется неравенство

|a + b| ( |a| + |b|.

Доказательство. В самом деле, 

| a + b|2 = (a + b, a + b) = (a, a) + 2(a, b) + (b, b) ( (a, a) + 2|(a, b)| + (b, b) (
( |a|2 + 2|a|(|b| + |b|2 = (|a| + |b|)2.
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