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Лекция № 21 (21.05.10)
8.5.3. Инвариантность характеристического многочлена относительно выбора базиса
Лемма. Определители двух взаимно обратных квадратных матриц суть вза​имно обратные числа:
det C(1 = (det C)−1.

Доказательство.
1 = det E = det (CC−1) = det C ( det C−1,

откуда получаем требуемое.

Теорема. Характеристический многочлен линейного оператора не зависит от выбора ба​зиса (одинаков для всех базисов).
Доказательство. Пусть в пространстве Kn дан линейный оператор ( и даны два базиса (u) и (v). Пусть также C − матрица перехода от первого базиса ко второму. Соответственно матрицы нашего линейного оператора в этих двух базисах обозначим A = 
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. Тогда
det (B − λE) = det (C−1AC − C−1(λE)C) = det (C−1(A − λE)C) = det C−1(det (A − λE)(det C =

= det (A − λE), QED.

§ 8.6. Кое-что о многочленах
8.6.1. Простейшие свойства
Мы предполагаем известными из курса средней школы действия над много​членами (сло​жение, вычитание, умножение), понятия старшего члена, степени мно​гочлена, умение делить мно​гочлен на многочлен с остатком («уголком»). Вот два утверждения, которые будут использо​ваться.
Старший член произведения двух многочленов равен произведению их стар​ших членов. Степень произведения двух многочленов равна сумме их сте​пеней. (Степень многочлена f будем обозначать deg f.)

8.6.2. Деление с остатком. Теорема Bezout
Теорема (без доказательства, известна из курса средней школы). Если даны два многочлена f и g, причем многочлен g не равен нулю, то f можно разделить на g с остатком, что означает суще​ствование таких многочленов q и r, что выполняется тождество:
f(x) ≡ g(x)q(x) + r(x),
причём deg r < deg g либо r = 0. Многочлены q и r с указанными свойствами опреде​ляются един​ственным образом и называются соответственно частным и остатком.
Говорят, что многочлен f делится (без остатка) на многочлен g ≠ 0, если r(x) = 0, т. е. если существует такой многочлен q, что выполняется соотношение f(x) ≡ g(x)q(x).
Теорема (E. Bezout). Число α является корнем многочлена f(x) тогда и только тогда, когда f(x) делится на x − α.

Доказательство. Разделим f(x) на g(x) = x − α с остатком:
f(x) ≡ (x − α)q(x) + r(x),

где deg r < deg g либо r = 0. Поскольку deg g(x) = deg (x − α) = 1, то deg r(x) = 0 либо r = 0. В обоих случаях r(x) есть константа: r(x) = c, где c есть число (действительное или комплексное). Таким образом, имеем:
f(x) ≡ (x − α)q(x) + c.                                      (1)
Подставляя α вместо x в тождество (1), имеем: f(α) = c, откуда 

f(x) ≡ (x − α)q(x) + f(α).                                      (2)

Пусть теперь α является корнем многочлена f(x); тогда f(α) = 0 и из тождества (2) получаем: f(x) ≡ ≡ (x − α)q(x), т. е. f(x) делится на x − α. Обратно, пусть f(x) делится на  x − α; тогда в тождестве (2) f(α) = 0 (остаток определяется однозначно), что означает, что α − корень f(x), QED.
8.6.3. Разложение многочлена
Напомним формулировку основной теоремы алгебры.
Теорема. Над полем комплексных чисел любой много​член, степень которого ≥ 1 (т. е. не константа), имеет хотя бы один корень.

Следствие 1. Над полем комплексных чисел любой многочлен, степень кото​рого ≥ 1, раз​лагается на линейные множители:

f(x) = anxn + … + a0 = an(x − α1)(x − α2)…(x − αn).
Доказательство поведём по индукции (по n). Если n = 1, то доказывать не​чего. Пусть n > 1. По основной теореме алгебры наш многочлен имеет корень α1; по теореме Bezout f(x) делится на   x − α1: f(x) = (x − α1) q(x), где q(x) − многочлен степени n − 1 со старшим коэффициентом an (из тех соображений, что старший член произ​ведения двух многочленов равен произведению их старших членов). По предполо​жению индукции q(x) = an(x − α2)…(x − αn), откуда получаем требуемое.
Следствие 2. В пространстве Cn любой линейный оператор обладает собст​венным значе​нием и собственным вектором.

Доказательство. В самом деле, характеристический многочлен имеет степень по меньшей мере 1 и, следовательно, по основной теореме алгебры имеет корень, который и будет собствен​ным значением.
8.6.4. Понятие кратности корня
В разложении f(x) = an(x − α1)(x − α2)…(x − αn) все αi являются корнями многочлена, и дру​гих корней нет. В самом деле, если ( − корень f(x), то an(( − α1)(( − α2)…(( − αn) = 0, откуда ( =   = αi. С другой стороны, некоторые сомножители в вышеприведённом разложении могут повто​ряться. Соберём одинакие сомножители:

f(x) = an(x − β1)
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В этом разложении все βi уже попарно различны.

Определение. В написанном выше разложении показатель ri называется кратностью корня βi многочлена f(x).

Очевидно, что сумма кратностей всех корней равна степени многочлена.

§ 8.7. Диагонализуемость линейного оператора
8.7.1. Основные понятия
Определение. Пусть в пространстве Kn дан линейный оператор (. Опера​тор называется диагонализуемым (диагонализируемым), если существует базис (ξ), в котором матрица оператора диагональна (это означает, что вне главной диагонали стоят одни нули):
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Теорема. В данном базисе (ξ) матрица оператора диагональна тогда и только тогда, когда этот базис состоит из собственных векторов данного оператора. При этом λi есть собственное зна​чение собственного вектора ξi.
Диагональ матрицы представляет собою в этом случае спектр оператора, т. е. она состоит из собственных чисел, каждое из которых повторяется на диагонали столько раз, какова его крат​ность в характеристическом многочлене.
Доказательство. Первая часть утверждения теоремы очевидным образом вы​текает из определения матрицы оператора. Вторую часть докажем даже в более об​щем виде: если матрица оператора треугольна, то её главная диагональ представляет собою спектр оператора. Для доказа​тельства воспользуемся инвариантностью ха​рактеристического многочлена и вычислим его именно в том базисе, в котором его матрица треугольна (скажем, верхняя треугольная). Пусть
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Тогда характеристический многочлен равен:
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 = (−1)n(λ − λ1)(λ − λ2)…(λ − λn), QED.
Заметим, что из нашей теоремы вытекает, что оператор диагонализуем тогда и только то​гда, когда существует базис, состоящий из собственных векторов данного оператора.
_1241850141.unknown

_1241985398.unknown

_1241986915.unknown

_1241987075.unknown

_1241985493.unknown

_1241850166.unknown

_1241804638.unknown

_1241850034.unknown

_1241795761.unknown

