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Лекция № 19 (11.05.10)
Проверим, что композиция (( является линейным оператором:

((()(x + y) = ((((x + y)) = (линейность () = ((((x) + ((y)) = (линейность () = ((((x)) +      + ((((y)) = ((()(x) + ((()(y). Аналогично доказывается вторая часть опре​деления линейного опе​ратора − произведение на скаляр (проверьте!).
8.2.7. Подготовительные леммы

Лемма 1. Умножение прямоугольной матрицы справа на вектор стандартного базиса (вы​сота которого должна быть равна числу столбцов данной матрицы) есть вычленение соответст​вующего столбца данной матрицы.

Доказательство. Пусть дана прямоугольная матрица A размера (s, n), и умно​жим её справа на вектор ej стандартного базиса пространства Rn. Мы рассматриваем здесь этот вектор как мат​рицу размера (n, 1) (матрицу-столбец). После умножения получится матрица размера (s, 1), т. е. опять матрица-столбец (но, вообще говоря, другой высоты). Вычислим i-й элемент bi этой новой матрицы-столбца. По правилу умножения матриц
bi = (aik(ej)k = aij,
т. е. мы видим, что новая матрица-столбец полностью совпадает с j-м столбцом дан​ной матрицы A, QED.
Лемма 2. Пусть даны две квадратные матрицы A и B одного и того же порядка n. Если для каждой матрицы-столбца X высоты n выполняется равенство AX = BX, то A = B.
Доказательство. Из условий леммы вытекает, что для любого вектора ej стан​дартного ба​зиса пространства Rn имеет место равенство
Aej = Bej.
Но в левой части этого равенства в силу леммы 1 стоит j-й столбец матрицы A, а в правой − j-й столбец матрицы B. Значит, их j-е столбцы совпадают. Так как j произ​вольно, отсюда вытекает, что матрицы A и B совпадают, QED).
8.2.8. Матрица произведения двух линейных операторов

Теорема. Матрица произведения двух линейных операторов ( и ( в каком-нибудь базисе равна произведению матриц этих операторов в том же базисе:
A(( = A(A(.

Доказательство. Пусть X − произвольная матрица-столбец высоты n (здесь n − размер мат​рицы). Возьмем вектор x, изображением которого в данном базисе является столбец X (т. е. x − это вектор, равный линейной комбинации векторов данного базиса с коэффициентами из столбца X). Тогда вектор ((x) изображается как A(X, а ((((x)) − как A((A(X) = (A(A()X. С другой стороны, ((((x)) = ((()(x), так что этот же вектор изображается как A((X. Следовательно,
(A(A()X = A((X,
откуда по лемме 2 A(( = A(A(, QED.
8.2.9. Матрица суммы операторов и произведения на скаляр
Пусть ( и ( – линейные операторы в векторном пространстве Rn. Напомним, что суммой этих линейных операторов называется отображение ( + (, действующее (по определению) сле​дующим образом:

x ( (( + ()(x) = ((x) + ((x).

В фиксированном базисе u1, …, un каждый оператор описывается своей мат​рицей. Пусть А – матрица оператора (, В – оператора ( и С – оператора ( + (.

Столбцы этих матриц – образы базисных векторов u1, …, un в коор​динатной записи:
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Следовательно, С = А + В, т.е. cij = aij + bij. Мы видим, что при сложе​нии опе​раторов их матрицы складываются. Аналогично при умножении оператора на ска​ляр (определение: (λ()(x) = λ((x)) его матрица умножается на этот скаляр (дока​жите!).

§ 8.3. Переход к другому базису

8.3.1. Матрица перехода

Пусть u1, …, un  и v1, …, vn  − различные базисы пространства Rn (будем назы​вать их соот​ветственно старым базисом и новым базисом). Векторы v1, …, vn, как и все остальные векторы пространства Rn, имеют свои координаты в базисе u1, …, un и записываются как линейные комби​нации базисных векторов:

v1 = p11u1 + p21u2 + … + pn1un;

v2 = p12u1 + p22u2 + … + pn2un;

…

vn = p1nu1 + p2nu2 + … + pnnun.

Матрица P = 
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 называется матрицей перехода от базиса u1, …, un к базису v1, …, vn. Это матрица, в столбцах которой стоят координаты векторов но​вого базиса в старом базисе, т. е. столбцы матрицы P − это изображения векторов v1, …, vn нового базиса в старом базисе. (Об​ратите внимание, что матрица P является транспонированной по отношению к матрице коэффици​ентов написанных выше разложений.)

8.3.2. Изменение координат вектора при переходе к другому базису

Рассмотрим произвольный вектор x пространства Rn и разложим его по бази​сам u1, …, un и v1, …, vn:
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Так как координаты вектора в данном базисе определены однозначно, то xi =  
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x1 = p11
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x2 = p21
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xn = pn1
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В матричном виде эти соотношения записываются как
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,               X = P
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Здесь X и 
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 − матрицы-столбцы, являющиеся изображениями вектора x в старом и новом бази​сах соответственно.

Формула (4) называется формулой преобразования координат век​тора при пере​ходе от одного базиса к другому.

8.3.3. Невырожденность матрицы перехода

Пусть P − матрица перехода от старого базиса u1, …, un к новому v1, …, vn, а  P1 − матрица перехода от нового базиса к старому. Как только что было доказано,    X = P
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, где X и 
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 − мат​рицы-столбцы, являющиеся изображениями произволь​ного вектора x в старом и новом базисах соответственно. Но из тех же соображений имеет место формула 
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= P1X. Продолжая равенство, имеем:

E
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Так как столбец 
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произволен, по лемме 2 имеем P1P = E. Аналогично доказы​вается равен​ство PP1 = E. Таким образом, матрицы P и P1 взаимно обратны и, следовательно, невырож​денны (det P ≠ 0). Значит, P1 = P−1, и из формулы (4) легко получаем:
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