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Lection_17_30.04.10-2                                                                                                                                                 31.05.10, М.

Лекция № 17 (30.04.10)
Глава 8. Линейные операторы
§ 8.1. Определения и простейшие свойства

8.1.1. Определение линейного оператора
Определение. Отображение (: Kn ( Kn называется линейным оператором, если оно удовлетворяет следующим условиям:

1(. ((a + b) = ((a) + ((b) для любых двух векторов a и b;

2(. (((a) = (((a) для любого вектора a и любого скаляра (.

Определение. Пусть (u): u1, u2, …, un – какой-нибудь базис Kn, а ( − некоторый линейный оператор. Рассмотрим ((u1) – это новый вектор нашего пространства. Следова​тельно, его можно разложить по этому же базису, и аналогично поступим с образами дру​гих векторов базиса:
((u1) = a11u1 + a21u2 +…+ an1un;
((u2) = a12u1 + a22u2 +…+ an2un;
…………………………………

((un) = a1nu1 + a2nu2 +…+ annun.
Матрица
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называется матрицей данного линейного оператора в данном базисе.

Это матрица, в столбцах которой стоят координаты образов векторов данного ба​зиса в том же базисе, т. е. столбцы матрицы A − это изображения векторов ((u1), ((u2), …, ((un). (Обратите внимание на то, что матрица A является транспонированной по отноше​нию к матрице коэффициентов написанных выше разложений. Таким образом, матрица линейного оператора выписывается по столбцам, а не по строкам.)

8.1.2. Примеры
1(, 2(. ( = 0, (.
Первый оператор (нулевой) задается так: x 
[image: image2.wmf]a

 0 для любого вектора x. Оба отображе​ния, очевидно, удовлетворяют условиям:
((a + b) = ((a) + ((b);
(((a) = (((a).

Разлагая образы векторов базиса, имеем:

((u1) = 0(u1 + 0(u2 +…+ 0(un
и аналогично для других базисных векторов. Следовательно, матрица нулевого оператора нулевая. Для тождественного оператора (:

((u1) = u1 = 1(u1 + 0(u2 +…+0(un;
((u2) = u2 = 0(u1 + 1(u2 +…+0(un
и т. д. Таким образом, матрица тождественного оператора единичная (в любом базисе).

3(. Возьмём какую-нибудь квадратную матрицу A размера (n, n). Рассмотрим ото​бражение (: Kn ( Kn, сопоставляющее каждому вектору x (рассматриваемому как мат​рица-столбец размера (n, 1))  новый вектор по правилу:
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Проверим, что ( − линейное отображение:

((x + y) = A(x + y) = Ax + Ay = ((x) + ((y) (дистрибутивность произведения мат​риц).
Найдем 
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Из этого примера можно сделать вывод, что любая квадратная матрица А может служить матрицей подходящего линейного оператора в n-мерном пространстве относи​тельно стандартного базиса.
8.1.3. Простейшие свойства линейных операторов
1(. Любой линейный оператор нулевой вектор переводит в нулевой вектор.

Доказательство. Пусть (: Kn ( Kn − линейный оператор. Тогда
((0) = ((0 + 0) = ((0) + ((0);
((0) + (−((0)) = (((0) + ((0)) + (−((0));
0 = ((0) + (((0) + (−((0)));
0 = ((0) + 0;
((0) = 0, QED.

2(. Любой линейный оператор противоположный вектор переводит в противопо​ложный.

Доказательство:

((−a) = (((−1)(a) = (−1) (((a) = −((a), QED.

3(. Для любого линейного оператора

(((a + (b) = ((((a) + ((((b).
Доказательство:
(((a + (b) = (((a) + (((b) = ((((a) + ((((b), QED.
4(. 
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5(. ((a − b) = ((a) − ((b).
Доказательство:

((a − b) = ((a + (−b)) = ((a) + ((−b) = ((a) + (−((b)) = ((a) − ((b), QED.

6(. ( инъективен тогда и только тогда, когда только нулевой вектор переходит в нулевой.

Доказательство. Ввиду п. 1( достаточно доказать, что если ((x) = 0 ( x = 0, то ( инъективен.
Пусть ((a) = ((b). Надо доказать, что тогда a = b. Но
((a − b) = ((a) − ((b) = 0;

a – b = 0;
a = b, QED.
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