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Лекция № 16 (27.04.10)
Предложение 1 (геометрический смысл модуля комплексного числа). Модуль комплексного числа z = a + bi равен длине изображающего его вектора.

Доказательство: очевидно.

Предложение 2 (геометрический смысл модуля разности двух комплексных чи​сел). Модуль разности двух комплексных чисел равен расстоянию между изображающими их точками.

Доказательство. Пусть 
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 − вектор, изображающий число z1, а 
[image: image2.wmf]0

B

uur

 − вектор, изо​бражающий число z2. Тогда по предложению из п. 7.2.1 (лекция № 15 от 23.04.10) изобра​жение числа z1 = (z1 − z2) + z2 есть геометрическая сумма вектора, изображающего z1 − z2, и вектора 
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. Таким образом, число z1 − z2 изображает вектор, равный разности векторов 
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, т. е. вектор 
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, длина которого равна расстоянию между точками A и B.
7.2.2. Тригонометрическая форма комплексного числа

Определение. Аргументом ненулевого комплексного числа называется угол, обра​зованный положительным направлением действительной оси и направлением вектора, изображающего данное комплексное число.
Если комплексное число равно нулю, то его изображает нулевой вектор, угол кото​рого с действительной осью является неопределённым (любое действительное число можно считать значением этого угла). Поэтому будем считать, что аргумент нуля никак не определён (не существует).
Аргумент ненулевого комплексного числа z не определён однозначно (как и любой угол, определён с точностью до 2kπ). Любое значение этого угла можно считать аргумен​том. Вся бесконечная совокупность этих углов обозначается Arg z, любое конкретное зна​чение − arg z. Иногда из всей этой бесконечной совокупности углов выделяют какой-ни​будь угол по определённому правилу, например, лежащий в полуинтервале (−π; π]. Тогда аргумент будет определён однозначно, это число называется главным значением аргу​мента и также обозначается arg z.
Пусть теперь дано произвольное комплексное число z  = a + bi, не равное нулю. Обозначим его модуль через r, а аргумент (любое его значение) через φ. Пусть наше число z изображается вектором 
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. Нормируем этот вектор (т. е разделим на его длину r); но​вый вектор пусть будет 
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. Этот новый вектор идёт в направлении прежнего и, следова​тельно, образует угол φ с положительным направлением действительной оси, а длина его равна единице. Из определения тригонометрических функций вытекает, что 
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= {cos φ; sin φ}, так что 
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 = {rcos φ; rsin φ}. С другой стороны, 
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 = {a; b}. Итак, полу​чаем:
a = rcos φ;
b = rsin φ.
Преобразуем теперь алгебраическую форму данного числа следующим образом:
z  = a + bi = rcos φ + irsin φ = r(cos φ + isin φ).

Последняя форма записи комплексного числа называется его тригонометрическою фор​мою.
Лемма. Если r(cos φ + isin φ) = ρ(cos ψ + isin ψ), где r, ρ, φ и ψ суть действительные числа, причём r и ρ положительны, то r = ρ, а φ и ψ отличаются на число, кратное 2π.

Доказательство. Прямое вычисление показывает, что модуль первого числа равен r, а модуль второго числа равен ρ. Но эти числа равны, так что r = ρ. Сокращая на этот не​нулевой множитель, имеем:

cos φ + isin φ = cos ψ + isin ψ,
откуда cos φ = cos ψ и sin φ = sin ψ, а отсюда, как известно, следует, что φ и ψ отличаются на число, кратное 2π.

Предложение. Если комплексное число z представлено в виде
z = r(cos φ + isin φ),                  (7)

где r и φ − действительные числа, причём r положительно, то (7) представляет собою три​гонометрическую форму числа z, т. е. r − его модуль, а φ − одно из возможных значений его аргумента.
Доказательство. Из условия ясно, что z ≠ 0. Следовательно, z обладает тригоно​метрической формой, скажем,  z  = ρ(cos ψ + isin ψ). Тогда по лемме r = ρ, т. е. r = |z|, а углы φ и ψ отличаются на число, кратное 2π. Так как ψ − одно из возможных значений ар​гумента числа z, то φ − также возможное значение аргумента числа z.
7.2.3. Умножение и деление комплексных чисел в тригонометрической форме
Перемножим два ненулевых комплексных числа, заданных в тригонометрической форме:
z1z2 = r1(cos φ1 + isin φ1)∙r2(cos φ2 + isin φ2) =
= r1r2((cos φ1cos φ2 − sin φ1sin φ2) + i(sin φ1cos φ2 + cos φ1sin φ2)) =
= r1r2(cos (φ1 + φ2) + isin (φ1 + φ2)).
Теперь в силу предложения предыдущего пункта r1r2 − модуль, а φ1 + φ2 − аргумент числа z1z2. Таким образом, имеем
Предложение 1. При перемножении двух комплексных чисел, заданных в триго​нометрической форме, их модули перемножаются, а аргументы складываются.
Далее мы хотим вывести правило деления комплексных чисел в тригонометриче​ской форме. Пусть r1(cos φ1 + isin φ1) и r2(cos φ2 + isin φ2) − тригонометрические формы данных двух ненулевых комплексных чисел z1 и z2 соответственно. Пусть тригонометри​ческая форма их отношения z (которая не может быть нулём) есть ρ(cos ψ + isin ψ). Так как z1 = z2z, то в силу предложения 1 r1 = r2ρ, откуда ρ = 
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, а φ2 + ψ − одно из возмож​ных значений аргумента числа z1, т. е. φ1 = φ2 + ψ + 2kπ для некоторого целого k. Но тогда       φ1 − φ2 = ψ + 2kπ, т. е. число φ1 − φ2 также может служить аргументом числа z. Итак:
Предложение 2. При делении двух комплексных чисел, заданных в тригонометри​ческой форме, их модули делятся, а аргументы вычитаются:
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(cos (φ1 − φ2) + isin (φ1 − φ2)).

7.2.4. Формула Moivre’а

Это формула возведения комплексного числа в тригонометрической форме в нату​ральную степень:

(r(cos φ + isin φ))n = rn(cos nφ + isin nφ).

Доказательство поведём методом математической индукции. При n = 1 доказы​вать нечего. Пусть формула верна для n. Тогда:
(r(cos φ + isin φ))n+1 = (r(cos φ + isin φ))n∙r(cos φ + isin φ) =

= rn(cos nφ + isin nφ)r(cos φ + isin φ) = r n+1(cos (nφ + φ) + isin (nφ + φ)) =
= r n+1(cos (n + 1)φ + isin (n + 1)φ), QED.

7.2.5. Извлечение корней из комплексных чисел
Определение. Корнем n-й степени из комплексного числа z (n натурально) называ​ется любое комплексное число, n-я степень которого равна z.
Таким образом, корни n-й степени суть не что иное, как решения уравнения
w n = z.                            (6)
Если z = 0, то |w| n = 0, откуда |w| = 0 и w = 0. Таким образом, 0 и только 0 является корнем любой степени из нуля.
Теорема. Существует ровно n значений корня  n-й степени из ненулевого ком​плексного числа. Изображающие их точки комплексной плоскости располагаются в вер​шинах правильного n-угольника.

Доказательство. Пусть в уравнении (6) z − данное число, не равное нулю, w − не​известное. Ясно, что 0 не является корнем уравнения, так что оба числа обладают триго​нометрической формой. Запишем:
(ρ(cos ψ + isin ψ))n = r(cos φ + isin φ);
ρn(cos nψ + isin nψ) = r(cos φ + isin φ).

В силу леммы п. 7.2.2 ρn = r, nψ = φ + 2kπ, откуда ρ = 
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. Вот формула, даю​щая все зна​чения корней:

w = 
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При k = 0 получаем одно из значений корня: 
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). Ясно, что все остальные (а у них у всех одинакие значения модуля) получаются из этого последовательным при​бавлением к аргументу одного и того же угла 
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. Однако при k = n мы получим            
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+ 2π) + isin (
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+ 2π)), что совпадает со значением корня при k = 0. Дальше значе​ния корня бу​дут циклически повторяться. Для отрицательных значений k мы также не получим ни​чего нового, т. к., например, при k = −1 имеем 
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)). Что же касается значений корня при k от 0 до  −1 включительно, то они все различны, т. к. даже крайние значения углов 
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 отли​чаются на угол 
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, который меньше 2π. Таким обра​зом, все утверждения теоремы доказаны.
7.2.6. Основная теорема алгебры
Теорема (основная теорема алгебры комплексных чисел, без доказательства). Лю​бой многочлен с комплексными коэффициентами, за исключением многочленов, являю​щихся ненулевыми константами (другими словами, любой многочлен степени, ≥ 1), имеет хотя бы один комплексный корень.
Эта теорема будет вам доказана в четвёртом семестре в курсе ТФКП (теории функ​ций комплексного переменного) и специальных функций.
�  Абрахам де Муавр (Abraham de Moivre, � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/26_%D0%BC%D0%B0%D1%8F" \o "26 мая" �26 мая� � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/1667" \o "1667" �1667�, � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B8%D1%82%D1%80%D0%B8-%D0%BB%D0%B5-%D0%A4%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%81%D1%83%D0%B0" \o "Витри-ле-Франсуа" �Витри-ле-Франсуа� − � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/27_%D0%BD%D0%BE%D1%8F%D0%B1%D1%80%D1%8F" \o "27 ноября" �27 ноября� � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/1754" \o "1754" �1754�, � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%BE%D0%BD%D0%B4%D0%BE%D0%BD" \o "Лондон" �Лондон�) — � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D1%8F" \o "Англия" �английский� � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA" \o "Математик" �математик� � HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%86%D0%B8%D1%8F" \o "Франция" �французского� происхождения.
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