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Лекция № 14 (16.04.10)
Теорема. Определитель произведения двух квадратных матриц одного порядка ра​вен произведению определителей этих матриц.

Доказательство. Пусть А и B – две квадратные матрицы n-го порядка, и пусть    A(B = C. Приведем матрицу А к главному ступенчатому виду A1, и пусть A1(B = C1. В про​цессе преобразований определитель матрицы А умно​жился на ненулевое число λ; в силу леммы точно на то же число умножился определитель матрицы C. Следовательно, имеем:
det A1 = λdet A, det C1 = λdet C.
Предположим, теорема доказана для матриц A1 и B, т. е. доказано, что det A1(det B = = det C1. Но тогда λdet A(det B = λdet C, т. е. теорема будет дока​зана для исходных матриц. 
Рассмотрим два случая.

Если det A ≠ 0, то по лемме 5 предыдущей лекции A1 = E. Но тогда C1 = A1(B = E(B = = B, а доказываемое равенство det A1(det B = det C1, т. е. det B = det C1, становится очевид​ным.
Если же det A = 0, то по лемме 6 предыдущей лекции в матрице A1 по​следняя строка нулевая. Но тогда (по правилу умножения матриц) в матрице C1 последняя строка также нулевая. Следовательно, det A1 = det C1 = 0, и до​казываемое равенство также оче​видно.
§ 6.5. Теорема Kramer’а
Теорема. Пусть дана квадратная система уравнений (т. е. число урав​нений равно числу неизвестных):
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Пусть определитель матрицы А системы (1) (( = det A) не равен нулю. Тогда
1) система (1) совместна (имеет решения);

2) её решение единственно;

3) это решение может быть вычислено по формулам Kramer’а: xj = 
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Здесь 
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 − определитель матрицы A', полученной из матрицы А заменой j-го столбца столбцом свободных членов.
Доказательство. При любом элементарном преобразовании системы (1) в матри​цах A и A' одновременно происходит соответствующее элементар​ное преобразование строк и, следовательно, отношения 
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 не изменяются.

С помощью элементарных преобразований строк матрицу А можно привести к единичной матрице. Поэтому достаточно доказать теорему в том случае, когда A = E.

Если A = E, то система имеет вид
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 (определитель с почти нулевой стро​кой). Для этого частного случая теорема действительно верна, QED.
6.6.1. Определение и условие существования обратной матрицы
Определение. Говорят, что матрица B обратна к матрице А, если А(B = B(A = E.
Теорема. Если обратная матрица существует, то она единственна.

Доказательство. Пусть B и C обратны к матрице A. Тогда
C = EC = (BA)C = B(AC) = BE = B.

Матрица, обратная к A, обозначается A−1.
Определение. Матрица, у которой существует обратная к ней, называ​ется обрати​мой.

Теорема. Обратимая матрица невырожденна.

Доказательство. Пусть B обратна к A; тогда А(B = E; det A(det B = det (A(B) =           = det E = 1 ( det A ( 0.
Теорема. Квадратная матрица обратима тогда и только тогда, когда она невырож​денна.

Доказательство. В одну сторону только что доказано. Пусть теперь дана квадрат​ная матрица A порядка n, определитель которой не равен нулю. Докажем сначала сущест​вование такой квадратной матрицы B (того же размера), что АB = E.
Элементы (неизвестной пока) матрицы B обозначим xij, а элементы матрицы E обо​значим (как это часто делается) δij (т. е. δij = 1, если i = j, и = 0 в противном случае). Эле​менты же матрицы A обозначим, как обычно, aij. Тогда из определения произведения мат​риц вытекают следующие соотношения:
ai1x1j + ai2x2j + … + ainxnj = δij.

Эти соотношения можно рассматривать как систему из n2 уравнений с n2 неизвестными. А теперь зафиксируем j (т. е. ограничимся только j-ми столбцами матриц B и E) и запишем только соответствующий фрагмент нашей обширной системы:
a11x1j + a12x2j + … + a1nxnj = δ1j;

a21x1j + a22x2j + … + a2nxnj = δ2j;
…

an1x1j + an2x2j + … + annxnj = δnj.

Этот фрагмент можно рассматривать как систему из n уравнений с n неизвестными x1j, x2j, …, xnj. По теореме Kramer’а эта система имеет решение (и даже единственное), так как её матрица есть матрица A, определитель которой по условию не равен 0. Меняя j, мы смо​жем определить все элементы других столбцов матрицы B, что и обосновывает доказы​ваемое.
Замечу, что изложенная часть доказательства используется для практического на​хождения обратной матрицы с помощью модифицированного метода Gauss’а. В самом деле, наша обширная система распадается на n фрагментов − систем приведённого выше вида, а у них у всех одна и та же матрица (A). Решая эти системы методом Gauss’а, мы бу​дем совершать однотипные преобразования. Поэтому эти n систем объединяют в одну, соединяя все столбцы свободных членов при разных j в одну матрицу. Но это получится единичная матрица.
Итак, предлагается следующий алгорифм нахождения обратной матрицы, обосно​вание которому мы только что дали.

Пишем данную квадратную матрицу n-го порядка и приписываем к ней справа единичную матрицу того же порядка. Получается новая, расширенная матрица, в которой n строк и 2n столбцов. Подвергаем её длинные строки элементарным преобразованиям, приводя нашу расширенную матрицу сначала к ступенчатому виду. Если число главных элементов окажется меньше n, то это означает, что исходная матрица имела нулевой определитель, и обратной матрицы не существует. В противном случае продолжаем вы​числения, доведя нашу расширенную матрицу до главного ступенчатого вида. Тогда в ле​вой половине приведённой матрицы будет единичная матрица, а в правой − матрица, об​ратная к данной
.
Для завершения доказательства теоремы (мы ведь ещё не доказали, что BA = E) нам понадобятся две леммы.
Лемма 1. Если AB = AC, где A − квадратная матрица с ненулевым определителем, то  B = C (закон левого сокращения).

Доказательство. Обозначим общее значение этих двух матриц-произведений через D. Тогда, вычисляя по правилам умножения матриц элементы j-го столбца матрицы D, будем иметь: 
a11b1j + a12b2j + … + a1nbnj = d1j;

a21b1j + a22b2j + … + a2nbnj = d2j;

…

an1b1j + an2b2j + … + annbnj = dnj.

Таким образом, набор чисел b1j, b2j, …, bnj является решением следующей системы:

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn = d1j;

a21x1 + a22x2 + … + a2nxn = d2j;

…

an1x1 + an2x2 + … + annxn = dnj.

Но числа c1j, c2j, …, cnj также, очевидно, являются решением этой же системы. Так как матрица этой системы (A) имеет ненулевой определитель, то по теореме Kramer’а решение этой системы единственно, откуда bnj = cnj, т. е. j-е столбцы матриц B и C совпадают. Так как j здесь произвольно, то и сами матрицы совпадают, QED.
Лемма 2. Если для двух квадратных матриц A и B одного порядка AB = E, то и BA = = E.
Доказательство. A = EA = (AB)A = A(BA); таким образом, AE = A(BA); отсюда по предыдущей лемме E = BA, QED.
Эта лемма, очевидно, завершает доказательство теоремы.
Глава 7. Комплексные числа
§ 7.1. Алгебраическая форма
7.1.1. Определение комплексных чисел и операций сложения и умножения над ними
Определение 1. Комплéксным
 числом называется упорядоченная пара действитель​ных чисел (a, b), a, b (R.
Определение 2. Суммой двух комплексных чисел (a, b) и (c, d) называется ком​плексное число (a + c, b + d) (т. е. комплексные числа складываются покомпонентно).
Определение 3. Произведением двух комплексных чисел (a, b) и (c, d) называется комплексное число (ac − bd, ad + bc).

Определение 4. Число a называется действительной частью комплексного числа (a, b), число b − мнимой частью. Обозначения: a = Re z, b = Im z. (Здесь z = (a, b).)

Определение 5. Комплексное число вида (a, b) называется мнимым, если b ≠ 0. Если к тому же a = 0, то оно называется чисто мнимым.
Определение 6. Два комплексных числа (a, b) и (c, d) считаются равными, если равны их действительные и мнимые части: a = c и b = d.
7.1.2. Алгебраическая форма комплексного числа

Числа вида (a, 0) ведут себя так же, как соответствующие действительные числа. В самом деле, по вышеприведённым формулам получаем:
(a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0);
(a, 0)∙(b, 0) = (ab, 0).
Кроме того, соответствие a → (a, 0) является, очевидно, взаимно однозначным (биектив​ным). Поэтому обычно комплексное число (a, 0) отождествляется с действительным числом a, и мы будем писать: (a, 0) = a.
Определение 1. Комплексное число (0, 1) называется мнимою единицею и обозна​чается i. [Первая буква того же слова imaginarius.]
Легко проверить по вышеприведённой формуле умножения, что i2 = −1:

i2 = (0, 1)∙(0, 1) = (−1, 0) = −1.
Возьмём теперь произвольное комплексное число (a, b) и представим его в сле​дующем виде:
(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0)∙(0, 1) = a + bi.
Определение 2. Последняя форма записи комплексного числа называется его ал​гебраическою формою.
� Дальнейший текст (до конца главы) был рассказан 27 апреля на лекции № 16.


� Такое же ударение, как в латинском слове complexus ‘сложный, составной’. Такое же ударение в немецком komplex и французском complexe. В других значениях русского слова комплексный ударение другое.


� От латинских слов realis ‘вещественный, действительный’ и imaginarius ‘воображаемый, мнимый’.
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