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Lection_11_06.04.10-4                                                                                                                                                                      13.04.10, М.   


Лекция № 11 (06.04.10)
Теорема. Общее число подстановок n-й степени (т. е. подстановок на множестве {1, 2, …, n}) равно n!

Доказательство. Будем доказывать теорему индукцией по n. При n = 1 доказывать нечего. Пусть доказано для n, и рассмотрим подстановки чисел от 1 до n + 1. Возьмём сначала те подста​новки σ, для которых σ(1) = 1 (т. е. те, у которых первый элемент нижней строки в обычной таб​личной записи подстановки равен 1). Сколько таких подстановок? Очевидно, столько, сколько существует перестановок чисел от 2 до n + 1. Но таких чисел ровно n штук. Следовательно, таких подстановок столько же, сколько перестановок чисел от 1 до n, т. е. n! (по предположению индук​ции). Теперь рассмотрим подстановки, у которых на первом месте нижней строки написано число 2. Сколько их? Столько же, сколько перестановок чисел 1, 3, …, n + 1, т. е. тоже n!, т. к. этих чисел ровно n. Рассуждая подобным же образом дальше, мы видим, что все подстановки чисел от 1 до    n + 1 можно разбить на группы (по первому числу второй строки), в каждую из которых попадают n! подстановок. Всего, стало быть, будет (n + 1)∙n! = (n + 1)! подстановок, QED.
Определение. Знаком подстановки σ называется число
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Предложение. При умножении подстановок их знаки перемножаются, то есть знак произ​ведения двух подстановок равен произведению знаков этих подстановок.

Доказательство. Если подстановки одной чётности, то знаки их равны и произведение этих знаков равно 1. Но произведение двух подстановок одной чётности есть чётная подстановка, знак которой также равен 1. Если же чётности разные, то произведение знаков равно −1, но таков же знак нечётной подстановки, каковая здесь и получается при перемножении чётной и нечётной подстановок.
§ 6.3. Определение и простейшие свойства определителей
6.3.1. Определение определителя
Пусть дана квадратная матрица:
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Определение. Определителем квадратной матрицы называется число, которое ставится в соответствие каждой квадратной матрице по следующему правилу.

Возьмём всевозможные подстановки σ ( Sn. Для каждой подстановки найдём число, кото​рое называется членом определителя. Всего членов столько же, сколько всего подстановок, т. е. n!.

sign σ(a1σ(1)a2σ(2)…anσ(n) – член определителя, соответствующий данной подстановке σ.
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Таким образом, определитель по определению есть сумма всех его членов (сумма всех членов, со​ответствующих всевозможным подстановкам чисел от 1 до n).

6.3.2. Определитель транспонированной матрицы
Определение. Пусть дана квадратная
 матрица 
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; 
транспонированной к ней называется матрица
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того же размера, которая получится, если мы первую строку данной матрицы запишем в первый столбец, вторую строку – во второй столбец etc.

Транспонированную матрицу также можно получить, если симметрично отразить данную матрицу относительно её главной диагонали. Обозначим элементы матрицы AT через bij; тогда bij = = aji.

Теорема. Определитель транспонированной матрицы равен определителю данной мат​рицы. (Определитель не меняется при транспонировании.)

Доказательство. Необходимо доказать, что det AT = det A. Для этого применим определение определителя для транспонированной матрицы:
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σ и σ−1 – одинаковой чётности, следовательно, sign σ = sign σ−1. 

sign σ(b1i1( b2i2(…( bnin = sign σ(ai11(ai22(…(ainn = 

= sign σ(a1σ-1(1)(a2σ-1(2)(…(anσ-1(n) =

= sign σ−1(a1σ-1(1)(a2σ-1(2)(…(anσ-1(n).
Когда σ пробегает все подстановки степени n, σ−1 также пробегает все эти подстановки. Таким об​разом, для каждого члена определителя матрицы AT мы нашли соответствующий и равный ему член определителя матрицы A, и это соответствие взаимно однозначно. Утверждение доказано.
6.3.3. Перестановка строк в определителе
Теорема. При перестановке двух строк определитель меняет знак.

Доказательство. Пусть дана матрица A. Переставим в ней i-ю и j-ю строки, получим мат​рицу B.
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Мы утверждаем, что det B = −det A.
Пусть σ ( Sn.
sign σ(b1σ(1)(b2σ(2)(…(bnσ(n) =

= sign σ(b1σ(1)(…(biσ(i)(…(bjσ(j)(…(bnσ(n) =

= sign σ(a1σ(1)(…(ajσ(i)(…(aiσ(j)(…(anσ(n) =

= sign σ(a1σ(1)(…(aiσ(j)(…(ajσ(i)(…(anσ(n) =

= −sign τ(a1τ(1)(…(aiτ(i)(…(ajτ(j)(…(anτ(n) .
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Когда σ пробегает все подстановки степени n, τ также пробегает все эти подстановки. Таким обра​зом, для каждого члена определителя матрицы B мы нашли соответствующий и равный ему с про​тивоположным знаком член определителя матрицы A, и это соответствие взаимно однозначно. Утверждение доказано.
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� Обозначение sign − это сокращение латинского слова signum ‘знак’ (не от английского sign!)


� Транспонированную матрицу можно определить не только для квадратной матрицы.
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