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Кубичные уравнения, 2008-3.doc                                                                                                    14.04.08. М.

Решение кубичных уравнений

Рассмотрим общее уравнение третьей степени над полем комплексных чисел:

Ax3 + Bx2 + Cx + D = 0.
Будем считать, что старший коэффициент не равен нулю (иначе это будет квад​ратное или даже линейное уравнение, а такие уравнения мы решать умеем), и тогда можно на него разделить обе части уравнения. Таким образом, мы полу​чим следующее уравнение:

x3 + bx2 + cx + d = 0.

Теперь попробуем ещё упростить это новое уравнение. Для этого сде​лаем такую замену:

x = y + α.
Преобразуем наше уравнение:

(y + α)3 + b(y + α)2 + c(y + α) + d = 0;
y3 + (3α + b) y2 + (3α2 + 2bα + c)y + (α3 + bα2 + cα + d) = 0.
Теперь ясно, что мы можем обратить коэффициент при y2 в нуль, для чего достаточно положить α = −
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. Таким образом, осуществив замену x = y −
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, мы получим так называемое приведённое кубичное уравнение:

y3 + py + q = 0.                 (1)
Заметим здесь, что аналогичное упрощение можно сделать в любом алгебраическом уравнении n-й степени со старшим коэффициентом единица, для чего надо положить x = y −
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n

, где b – коэффициент при (n − 1)-й степени.

В дальнейшем будем решать именно уравнение (1), причём будем счи​тать, что p не равно нулю, иначе наше уравнение легко решается. В самом деле, если p = 0, то достаточно найти все значения кубичного корня из −q.

Попробуем сделать дальнейшие упрощения. Для этого представим y в виде u + v, где u и v – пока что произвольные числа. Преобразуем:

(u + v)3 + p(u + v) + q = 0;                  (2)
u3 + 3u2v + 3uv2 + v3 + p(u + v) + q = 0;
(u3 + v3) + (u + v)(3uv + p) + q = 0.                   (3)
Очевидно, что соотношения (2) и (3) эквивалентны.

Если бы удалось сделать так, чтобы 3uv + p = 0, то тогда уравнение упро​стилось бы. Но так действительно можно сделать ввиду следующей леммы.

Лемма 1. Пусть y и p – произвольные комплексные числа, причём p ≠ 0. Тогда существуют такие числа u и v, что y = u + v и 3uv + p = 0.
Доказательство. Сформулированное утверждение равносильно утвер​ждению о совместности системы уравнений
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где u и v – неизвестные, а y и p – данные числа. Очевидно, что эта система рав​носильна следующей:
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(u ≠ 0, т. к. иначе из второго уравнения первой системы получилось бы, что p = = 0), а она, в свою очередь, такой:
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Но теперь первое уравнение содержит только одно неизвестное u и отно​сительно него является квадратным уравнением с ненулевым старшим членом. Поэтому оно имеет решение в поле комплексных чисел, причём ненулевое (иначе p равнялось бы нулю). Подставляя это решение во второе уравнение и находя из него v, убедимся в существовании решения системы, QED.

Пусть теперь y − какое-нибудь решение нашего уравнения (1). Подберём какие-нибудь числа u и v, удовлетворяющие условиям леммы. Тогда выполня​ется равенство (3) и, следовательно, равенство
u3 + v3 = −q.

Возводя в куб соотношение uv = −
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, имеем также:

u3v3 = −
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Из последних двух равенств вытекает (по теореме Viète’а), что числа u3 и v3 суть корни квадратного уравнения 

t2 + qt −
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p

= 0.                        (4)
Назовём это уравнение вспомогательным квадратным уравнением для данного уравнения (1). Корни этого уравнения t1 и t2 (не исключено, что они могут ока​заться равными) никогда не равны нулю (иначе p = 0).

Лемма 2. Пусть t1 – какой-нибудь корень вспомогательного квадратного уравнения (4), а числа
u1, u2, u3 −
все значения кубичного корня из t1 (так как t1 ≠ 0, то эти значения все различны и отличны от нуля). Обозначим vi = −
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 (i = 1, 2, 3). Тогда числа
u1 + v1, u2 + v2, u3 + v3
все являются корнями уравнения (1), и других корней у него нет.
Доказательство. Пусть y − какой-нибудь корень уравнения (1) и пусть числа u и v выбраны в соответствии с леммой 1. Тогда, как показано выше, числа u3 и v3 являются корнями вспомогательного квадратного уравнения (4). Если u3 = t1, то u = ui для подходящего i, v = −
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 = −
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 = vi, y = u + v = ui + vi,  т. е. содержится в нашем списке. Если же u3 = t2, то по теореме Viète’а u3 =         = −
[image: image13.wmf]3

1

27

p

t

; v3 = −
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= t1. Следовательно, v = ui для подходящего i, u = −
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 =      = −
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 = vi, и снова  y = u + v = ui + vi содержится в нашем списке.
Пусть, обратно, u3 = t1; тогда v3 = −
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; по формулам Viète’а    t1t2 = −
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, т. е. t2 = −
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 = v3. Таким образом, v3 − второй корень уравнения (4) (или же он равен u3, если у уравнения (4) только один корень). По другой фор​муле Viète’а тогда u3 + v3 = −q, так что выполняется равенство (3) (ибо 3uv + p = = 0), а значит, и равенство (2), которое и означает, что u + v −  о нет.
































































корень уравнения (1). Лемма доказана.
Лемма 2 даёт нам способ решения любого приведённого кубичного уравнения (1) с p ≠ 0. Заметим, что некоторые из найденных значений yi = ui + vi могут совпадать. 

Иногда полученные нами ответы записываются в виде краткой формулы:

y = 
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(формула Тартальи – Кардано, N. Tartaglia – G. Cardano), но она имеет тот не​достаток, что из неё не видно, как комбинировать три значения первого кубич​ного корня с тремя значениями второго (можно получить девять комбинаций, но некоторые из них дадут лишние корни). Более удачной была бы такая фор​мула:
y = 
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где для кубичного корня в знаменателе каждый раз берётся то же значение, что и для первого слагаемого. То же и для квадратного корня, причём для него можно во всех случаях брать одно и то же значение.
_1269697992.unknown

_1269705171.unknown

_1269705587.unknown

_1269707249.unknown

_1269708660.unknown

_1269705757.unknown

_1269705457.unknown

_1269700263.unknown

_1269704690.unknown

_1269700401.unknown

_1269698395.unknown

_1269687816.unknown

_1269697690.unknown

_1269687344.unknown

