
Занятия 1, 2 и 3

ТЕМЫ:
• Элементы комбинаторики: перестановки и сочетания.
• Формула включения и исключения.
• Производящие функции и рекуррентные последовательности.

Напоминания (лекционный материал)

Рассмотрим n урн, в каждой из которых лежит по одному шару, причем все
шары— разноцветные.
Перестановкой из n по r без повторений называется выборка r шаров из этих

урн, учитывающая порядок (последнее означает, что выбранные шары выкла-
дываются последовательно в линию один за другим).
Сочетанием из n по r без повторений называется выборка r шаров из этих

урн, не учитывающая порядок (последнее означает, что выбранные шары вы-
кладываются в кучу).
Число перестановок из n по r без повторений равно

n(n− 1) · · · (n− r − 1) =
n!

(n− r)!
.

Число сочетаний из n по r без повторений равно(
n

r

)
:=

n!

(n− r)!r!
.

Имеет место следующая формула (бином Ньютона ):

(x+ y)n =
n∑

r=0

(
n

r

)
xryn−r (1)

(x y—переменные).

∗ ∗ ∗

Рассмотрим n урн, в каждой из которых лежит неограниченное число (счет-
ное) шаров, причем все шары в одной урне— одноцветные, а в разных урнах—
разноцветные.
Перестановкой из n по r с повторениями называется выборка r шаров из

этих урн, учитывающая порядок (последнее означает, что выбранные шары вы-
кладываются последовательно в линию один за другим).
Сочетанием из n по r с повторениями называется выборка r шаров из этих

урн, не учитывающая порядок (последнее означает, что выбранные шары вы-
кладываются в кучу).
Число сочетаний из n по r c повторениями равно(

n+ r − 1

r

)
=

(n+ r − 1)!

r!(n− 1)!
.

Число перестановок из n по r с повторениями равно

nr.
1
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∗ ∗ ∗

Пусть A—непустое конечное множество, а A1, . . . , An—его непустые подмно-
жества. Тогда имеет место следующая формула включения и исключения (в ней
|X| обозначает число элементов конечного множества X):

|A \
n⋃

i=1

Ai| = |A| −
∑

1�i�n

|Ai|+
∑

1�i1<i2�n

|Ai1 ∩Ai2 | − · · ·

+ (−1)s
∑

a�i1<···<is�n

|Ai1 ∩ . . . ∩Ais |+ · · ·+ (−1)n|A1 ∩ . . . ∩An|.

Обычно Ai выделяется как подмножество тех элементов A, которые обла-
дают некоторым свойством Pi. Тогда левая часть формулы—это количество
элементов Ai, не обладающих ни одним из свойств P1, . . . , Pn. Например, если
A—группа студентов, A1—множество тех из них, которые знают английский,
A2—французский, A3—немецкий, то A \ (A1 ∪A2 ∪A3)—множество тех из них,
которые не знают ни одного из этих языков.

∗ ∗ ∗

Пусть a0, a1, . . .—последовательность чисел. Ee производящей функцией на-
зывается (формальный) степенной ряд

F (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · =

∞∑
n=1

anx
n

от переменной x. Говорят, что F (x) рациональна и равна P (x)/Q(x), где P (x) и
Q(x)—многочлены от x, если

(a0 + a1x+ a2x
2 + · · · )Q(x) = P (x)

(слева стоит произведение формального степенного ряда F (x) на многочлен
Q(x), опредяемое очевидным образом.

Пример 1. Пусть ar —число решений в целых неотрицательных числах урав-
нения x1 + · · ·+ xn = r. На лекциях было доказано, что

ar =

(
n+ r − 1

r

)
и что производящей функцией последовательности a0, a1, . . . является

1

(1− x)n
.

Говорят, что последовательность a0, a1, . . . удовлетворяет линейному рекур-
рентному соотношению порядка r, если существуют такие константы α1, . . . , αr,
что

an+r = α1an+r−1 + α2an+r−2 + · · ·+ αran для любого n = 0, 1, 2, . . ..

Для такой последовательности имеется формула, выражающая an прямо че-
рез номер n. Она описывается следующей теоремой.
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Теорема 1. Рассмотрим (т.н. характеристический ) многочлен

f(x) = xr − α1x
r−1 − α2x

r−2 − · · · − αr

и разложим его на линейные множители:

f(x) = (x− γ1)
e1 · · · (x− γs)

es , (2)
e1 + · · ·+ es = r, γi ∈ C, γi �= γj при i �= j. (3)

Тогда найдутся такие многочлены P1(x), . . . , Ps(x), где степень Pi(x) не пре-
вышает ei − 1 для любого i, что

an =

s∑
i=1

Pi(n)γ
n
i , для любого n = 0, 1, 2, . . . (4)

На практике многочлены P1(x), . . . , Ps(x) ищут методом неопределенных ко-
эффициентов, а именно: записывают Pi(x) с неопределенными коэффициентами,

Pi(x) = ai,0x
ei−1 + ai,1x

ei−2 + · · ·+ ai,ei−1, (5)

и подставляют формулы (5) в (4) при n = 0, 1, . . . , r − 1. Получается система из
r линейных уравнений от r неизвестных ai,j , которую решают методом Гаусса.

∗ ∗ ∗

ЗАДАЧИ
(все задачи решать не обязательно, часть задач дается на дом)

Перестановки, сочетания, биномиальные коэффициенты:

(1) Доказать тождества(
n

r

)
=

(
n− 1

r

)
+

(
n− 1

r − 1

)
,

(
n

r

)
=

(
n

n− r

)
.

(2) Вывести из предыдущей задачи эффективный способ вычисления биноми-
альных коэффициентов с помощью треугольника Паскаля
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в котором числа проставлены так: число, стоящее на месте P равно количеству
односторонних маршрутов, начинающихся в вершине и кончающихся в P . До-
казать, что число, стоящее в n-й строке на r-ом месте равно

(
n
r

)
. Объяснить
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симметрию в расположении чисел по строке, а также их возрастание до середи-
ны строки.

(3) Доказать тождества
n∑

r=0

(
n

r

)
= 2n (положить x = y = 1 в (1));

n∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)
= 0 (положить x = 1, y = −1 в (1));

n∑
r=1

r(−1)r
(
n

r

)
= 0, n � 1 (положить y = 1 в (1), продифференцировать

по x и положить x = −1);
n∑

k=r

(
k

r

)(
n

k

)
= 0, n � r (положить y=1 в (1), продифференцировать r

раз по x, разделить на r! и положить x=−1).

(4) Доказать, что если p—простое число, то
(
p
r

)
при 0 < r < p делится на p.

(Поскольку
(
p
r

)
—целое, то p(p − 1) · · · (p − r − 1) делится на r!. Так как r! при

r < p взаимно просто в p, то (p− 1)(p− 2) · · · (p− r − 1) делится на r!)

(5) Доказать, что
m∑
i=0

(
r

i

)(
s

m− i

)
=

(
r + s

m

)
.

(Использовать, что (1 + x)r(1 + x)s = (1 + x)r+s.)

(6) Сколько существует положительных целых чисел, меньших 10n (в деся-
тичной системе), цифры которых расположены в неубывающем порядке?

(7) Сколькими способами можно n одинаковых подарков раздать r детям:
(a) без ограничений, (b) если каждый ребенок должен получить хотя бы один
подарок?

(8) Сколько точек с целыми координатами содержится в тетраэдре, определен-
ном неравенствами x � 0, y � 0, z � 0, x+y+z � d, где d—целое положительное
число? (Нужно рассечь тетраэдр плоскостями x+ y+ z+ = d, x+ y+ z+ = d− 1,
x+y+ z+ = d−2, . . . и использовать, что число решений в целых неотрицатель-
ных числах уравнения x + y + z = s, где s—целое положительное число, равно(
s+2
2

)
, — это было установлено на лекциях в более общем виде).

(9) Задачи из книги Г. П. Гаврилов, Ф. Ф. Сапоженко, Сборник задач по дис-
кретной математике, Наука, М., 1977:

стр. 251: №№1.3; 1.6(1);
стр. 253: №№1.14(1, 2, 3); 1.15(7,8);
стр. 255: №№1.20(3,5)

Простые задачи по комбинаторике можно брать также из приводимого на
следующих 10 страницах списка.
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ЗАДАЧИ

Формула включения и исключения, производящие функции

(1) Сколькими способами можно расставить на шахматной доске 8 ладей так,
чтобы они не били друг друга и чтобы ни одна из ладей не стояла на белой
диагонали? (Это—задача о беспорядках, если сопоставить ладье, стоящей на
i-й горизонтали, номер содержащей ее вертикали. Задача о беспорядках раз-
биралась на лекциях, среди перестановок степени n число беспорядков равно
n!
(
1− 1

1! +
1
2! − · · ·+ (−1)n 1

n!

)
.)

(2) Задачи из книги Г. П. Гаврилов, Ф. Ф. Сапоженко, Сборник задач по дис-
кретной математике, Наука, М., 1977:

стр. 261: №№2.4, 2.5, 2.7(1,2).

(3) Пусть ϕ(n)—количество натуральных чисел, меньших n и взаимно про-
стых с n. Доказать, что если разложение числа n на простые множители имеет
вид n = pk11 · · · pkmm , где p1, . . . , pm—попарно различные простые числа � 2, а
k1, . . . , km—целые положительные числа, то

ϕ(n) = n
(
1− 1

p1

)
· · ·

(
1− 1

pm

)
.

(Скажем, что целое число обладает свойством Pi, если это число делится на pi.
Количество целых положительных чисел, обладающих свойствами Pi1 , . . . , Pik и
не превосходящих n, равно n/pi1 · · · pik . По формуле включения и исключения
получаем отсюда, что

ϕ(n) =
m∑
k=0

∑ n

pi1 · · · pik
= n

(
1− 1

p1

)
· · ·

(
1− 1

pm

)
).

(4) Доказать, что производящая функция F (x) последовательности a0, a1, . . .
имеет вид:

(a) если an = αn для любого n, то F (x) = 1/(1− αx);
(b) если an = αn для любого n, то F (x) = αx/(1− x)2.

(c) если an =

{
1 при 0 � n � N,

0 при n � N
, то F (x) = (1− xN+1)/(1− x);

(d) если an =

{
n+ 1 при 0 � n � N,

0 при n � N
, то

F (x) =
(
1− (N + 2)xN+1 + (N + 1)xN+2

)
/(1− x)2 (использовать (c) и

дифференцирование).

(5) Задачи из книги Г. П. Гаврилов, Ф. Ф. Сапоженко, Сборник задач по дис-
кретной математике, Наука, М., 1977:

стр. 264: №№3.3 (1, 2, 3), 3.5(1, 2);
стр. 265: №№3.7(5);
стр. 266: №№3.8(4);
стр. 269: №№3.14(1, 2, 3, 9).
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В КОНЦЕ ЗАНЯТИЯ 3 СЛЕДУЕТ ВЫДАТЬ НА ДОМ ДОМАШ-
НЮЮ РАБОТУ №1. Задания лежат в конверте. Просьба возвращать
задания в конверт! Номер задания совпадает в номером студента в
журнале группы.

Занятия 4, 5, 6, 7

ТЕМЫ:
• Начальные понятия теории графов. Изоморфизм графов.
• Эйлеровы и гамильтоновы графы. Планарность. Топологические поверх-
ности. Графы на поверхностях.

• Потоки в сетях.

Напоминания (лекционный материал)

На лекциях у графов допускались кратные ребра и петли (т.е. термины муль-
тиграф и псевдограф не вводились). Далее рассматриваются только случаи гра-
фов с конечным числом вершин и ребер.

∗ ∗ ∗

Матрица смежности неориентированного (соотв., ориентированного) графа
с n занумерованными вершинами v1, . . . , vn—это матрица размера n × n, у ко-
торой элемент, расположенный на пересечении i-й строки и j-го столбца, равен
числу ребер с концами vi и vj (соответственно, с началом vi и концом vj).
Два графа называются изоморфными, если их вершины можно занумеровать

так, что матрицы смежности, отвечающие этим нумерациям, равны.
Пусть G1 и G2—два графа с одинаковым числом вершин n и A1 и A2—их

матрицы смежности относительно каких-то нумераций вершин. Тогда следую-
щие свойства эквивалентны:

(i) G1 и G2 изоморфны;
(ii) найдется такая подстановка

σ =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
,

что A2 получается из A1 сначала перестановкой первой строки на i1-е
место, второй строки на i2-е место и т.д., а затем такой же переставкой
столбцов;

(iii) A2 = S−1σ A1Sσ, где Sσ — матрица размера n× n, у которой для любого s
на пересечении s-й строки и is-го столбца стоит 1, а на остальных местах
нули.

Отсюда получается такое необходимое условие изоморфности графов: Если
G1 и G2 изоморфны, то характеристические многочлены матриц A1 и A2 равны.

∗ ∗ ∗

Цикл в графе, содержащий по одному разу каждое ребро, называется эйле-
ровым. Граф, содержащий такой цикл, называется эйлеровым графом. Нефор-
мально: эйлеров— это такой граф, который можно нарисовать, не отрывая руки,




















































